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PREFACE

Cette thése se compose de deux parties entiérement
dlstlnctes, 4 ceci pré&s qu'elles concernent toutes les deux
la Théorie Quantique.

Un demi-siécle aprés 1'établissement de la Mécanique
Quantique, des nombreux problémes concernant les fondements pma-
‘me de cette Théorie restent 3 résoudre. Ainsi, si deés 1932,
la Théorie a &t& dotée d'un formalisme mathématique rigoureux
et d'une interprétation plus ou moins cohérente de ses prin-
cipaux é&léments descriptifs (surtout de la fonction d'onde),
ce formalisme était posé ad hoe, et &tait justifié seulement
a posteriori par 1l'exactitude de ses prédictions. De méme,
1'interprétation statistique de la Théorie proposée 3 1'époque
et largement admise aujourd'hui,a toujours laissé insatisfaits
un certain nombre de physiciens qui concevait des exigences d'un
autre ordre pour une théorie physigue. Cette insatisfaction
-ainsi que le désir d'augmenter 1la capacité descriptive de 1la
Théorie- ont donné naissance i de nombreuses questions, dont
plusieurs sont restées sans réponse jusqu'a ce jour. Ainsi,
on se demande toujours s'il est possible d'arriver "déducti-
Vement" au formalisme Hilbertien de 1la Mécanique Quantique en se
fondant sur 1l'expérience ; ou encore, si la théorie est compa-
tible avec une conception réaliste et locale des faits physiques
ou quel est 1'opérateur position pour la M.(Q.relativiste :
enfin, si a théorie quantique est compatible avec la Relativité
Générale, etc.

L'etude de ses questions pendant toutes ces années
a ouvert plusieurs voies de recherche. Parmi les plus nouvelles,
citons, d'une part, les essais de "déduire'" le formalisme
Hilbertien en construisant d'abord une "logique Quanthue"
et d'autre part, 1'étude du probléme de 1'inférence statistiqueée
(i.e. détermination d'un état a partir de 1'information dispo-
nible). C'est 3 ces deux voies de recherche que seront



consacrées les deux parties distinctes dont est constituée
notre thése. ;

La premiére partie, dont l'essence est contenue
dans trois articles {1-3} , est vouée 3 une étude critique
des formalisations dites logiques de la Mécanique Quantique, tout
particuliérement celles de J.M. Jauch et de C. Piron.

La deuxiéme partie se compose de deux chapitres,
consacrés respectivement a 1'étude des versions classique et
quantique de 1'inférence statistique, et des deux annexes
mathématiques qui nous sont utiles dans les chapitres précé-
dants,mais qui constituent aussi des contributions & part.
Cette deuxiéme partie a eté publiée en quatre articles {4-7}

Afin de faciliter la lecture, nous avons séparé,
dans la mesure du possible, les considérations physiques du traite-
ment mathématique. Ainsi, chacun des chapitres II a V est |
complété d'un appendice qui regroupe la plupart des démonstrations.




CONVENTIONS

La numérotation des relations et des théoremes
recommence & chaque chapitre. Le renvoi & une relation se fait
par son numéro d'ordre, si la relation appartient au chapitre
ou se trouve ce renvoi, par exemple: relation(3); sinon le numéro
de la relation est précédé par le numéro du chapitre auquel elle
appartient, par exemple (II, 3). La fin des démonstrations est
signalée par le symbole II. Un nombre au dessus d'un symbole
d'égalité ou d'implication renvoie a 1la relation en vertu de

laquelle cette égalité ou implication est valable.
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CHAPITRE I

LES PREMIERES TENTATIVES DE DEVELOPPEMENT
D'UNE "LOGIQUE QUANTIQUE"

1. INTRODUCTION

L'histoire de 1l'approche "logique" de la
Théorie Quantique est presque aussi longue que 1l'histoire de
la Théorie elle-méme. En effet, d&s 1932 J. Von Neumann {8}
remarquait qu'a chaque proposition expérimentalement vérifia-
ble correspond un projecteur dans l'espace d'Hilbert utilisé
pour la description du systeéme. Il a alors proposé une voie de
recherche qui aurait pour but d'élaborer un "calcul proposi-
tionnel" quantique, par analogie au calcul propositionnel
classique, en traduisant les propriétés bien connues des pro-
jecteurs en termes logiques.

Depuis cette époque, le développement de
l'approche logique a franchit trois étapes importantes. La
premiére date de 1936, lorsque G. Birkhoft et J. Von Neumann
se sont proposé de découvrir "quelles structures logiques
peut-on espérer trouver dans des Théories physiques qui, comme
la Mécanique Quantique, ne s'adaptent pas a la logique
classique" {9 }Ainsi, pour la premigre fois, on envisage une
étude du probléme qui ne serait pas strictement liée a la
Mécanique Quantique. Dans le méme article, les deux auteurs
avancent l'idée que la structure qui serait apte & décrire ces
nouvelles logiques pourrait étre une sorte de géométrie
projective.

) A cet article fondamental succéde une longue
période de tatonnements. On essaye de relier la "logique
quantique" aux logiques polyvalentes etc. 10,11} L'intérét a
propos des logiques est ravivé aux environs de 1960 par les
travaux de J.M. Jauch et de son école ny_1¢. La raison en est
peut-étre l'apparition en 1955 d'un article de Loomis sur la

théorie de certains treillis {17} » qui va fournir la base
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mathématique pour l'avancement de l'approche logique, Finale-
ment, en 1964 la deuxidéme étape du développement de cette
approche a été franchie, lorsque C. Piron {1g} arrive a trouver

un systéme de postulats qui implique pour la "logique quan-
tique" une structure bien connue, i.e. celle de l'ensemble des
projecteurs d'un espace d'Hilbert. Ainsi, non seulement on
proposait un "calcul propositionnel" bien établi, mais de sur-
croit le formalisme Hilbertien de la Mécanique Quantique en
découlait.

Cela est apparu tout de suite comme une réussite
formidable. En effet, l'approche logique semblait élucider cer-
taines questions qui intriguait les physiciens, comme 1la
descriptibilité des états par des vecteurs d'un espace d'Hilbert

et celle des observables par des opérateurs, la linéarité de
1'équation d'évolution etc. Qui plus est, une légére générali-
sation des postulats permettait & cette approche d'englober 1la
Mécanique Classique, les rdgles de supersélection etc.
Cependant, des ombres persistantes sur le tableau

ont modéré cet enthousiasme. Plusieurs des postulats proposés
par C. Piron n'avaient aucune interprétation physique. La réussite
donc restait caduque : il n'était méme pas sOr que l'axioma-
tique proposée eOt une parenté quelconque avec une Théorie physi-
que, autrement que sur le niveau formel., Ainsi, on s'est vite \
apergu qu'une telle axiomatique serait tout au plus un outil
mathématique commode, et ne pourrait aucunement prétendre fournir
une interprétation physique aux divers postulats du formalisme
quantique, puisqu'elle-méme n'en possédait aucune.

L'étape finale du développement de l'approche
logique a été franchi pendant la dernidre décennie, lorsque
C. Piron a proposé dans une suite d'articles {39-23} wune axioma- |
tique enrichie, qui non seulement engendrait le formalisme
quantique, mais en plus, ses axiomes semblaient avoir une signi-
fication physique claire., Si cela était vrai, alors la recherche
sur la voie logique aurait pratiquement atteint son point final.
Cependant, nous allons bientdt démontrer que cette nouvelle ten-
tative d'établir une axiomatique sur des bases physiques a, elle
ausei, échous.

Les apports de Von Neumann{ g} et de Birkhoff et
Von Neumann { 9} - qui ne sont en fait que des t&tonnements - ont
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6té longuement_cdmméntéé'par d'autres auteurs {24-26}.. Ainéi,
nous nous cohtenferons;ici d'un bref rappel situant le probléme.
Notre critique commencéra au chapitre suivant par 1'étude des
travaux de Jauch et de son école {12-16,27}. Nous finirons par
-une étude beaucoup.plus approfondie du nouveau systéme de Piron.

2. LYAPPORT DE J. VON NEUMANN

, Rappelons d'abord une partie du formalisme mathé-
matique de la théorie quantique, ainsi qu'il a été établi par
Von Neumann : tout systeme microscopique est décrit a 1'aide d'un
espace d'Hilbert H complexe et séparable. A chaque observable
A on associe un opérateur auto-adjoint dans H ( nous identifierons
les symboles cdrrespondants). Selon la théorie spectrale, 2
chaque opérateur auto-adjoint on associe une "mesure spectrale",
i.e. une appliquation

| BMR) 5 a4 —s EMn)

de l'ensemble des Boréliens de R dans l'ensemble des projecteurs
de H, telle que : |

A

HEM @ =03, €@ o=H,

2) ;N =g = E* (a) - f ) =0

2 3)s8i A, € B(R) (neN) et AnnAm = ¢

pour n £ m, alors  EP (Lﬁ} A ) = E R (a,)

lLes prévisions statistiques de la Théorie ‘
Quantique sont toutes basées sur le postulat sdivaht ¢ si 1l'état
du microsysteéme est‘représenté‘par un vecteur normalisé { € H,
alors la probabilité p(A,y,A) qu'en mesurant A on trouve une
valeur appartenant a A est

p(A,y,0) =) ER (a)y)? N (1)

Considérons maintenant une quelconque proposition
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concernant le systéme et qui peut &tre vérifiée ou falsifiée
par une expérience. De telles propositions sont, par exemple,
les suivantes : "La valeur de l'observable A est Al", " La
valeur de l'observable A appartient & l'ensemble A", " La valeur
de A est Al et la valeur de B est AZ", " La somme des carrés de
A et de B est plus grande que 1" etc. Bien entendu, une propo-

sition comme la troisi®me que nous venons de donner n'est vérifia
ble expérimentalement que si A et B sont simultanément mesurables,

Pour toute telle proposition , Von Neumann
( {8}, section III.5) a définit une nouvelle observable comme
suit : l'observable peut prendre seulement les valeurs 1 et O.
Pour le mesurer, on effectue une expérience pour vérifier la
proposition, et on lui donne la valeur 1 ssi la proposition a été
vérifiée, sinon on lui donne la valeur 0. Selon le formalisme
quantique , cette observable est représentée par un opérateur
autoadjoint, et il est évident que ce dernier est,en fait, un
projecteur, Ainsi s'établit une application a —> E, qui
a4 chaque proposition "a" associe un projecteur Ea' Puisque
d'autre part, tout projecteur E correspond de fagon biunivoque
au sous-espace fermé R(E) sur lequel il projette, on a aussi une |
application a — Rz R(Ea) qui & chaque proposition "a"associe
un sous-espace fermé Ra'

Ces applications ainsi définies possédent quelques
propriétés dont nous retenons les plus frappantes :

a) Si b est une proposition du type : "La valeur
de l'observable A appartient & 1l'ensemblejp ePB(R)", alors
e, = EAa).

b) A la négation b' de b correspond E_, = 1-E..
En termes de sous-espaces, Rb' = R; (le complément orthogonal
de R, ).

c) Si a et b sont simultanément mesurables, alors
a la proposition "a et b" (qui est, bien sOr, une proposition '
mesurable) correspond le sous-espace Rafw Rb.

Comme le remarque Von Neumann, en s'inspirant des
propriétés (b) et (c), on pourrait établir une sorte de "calcul
propositionnel" au sens de la logique classique, mais enrichi
par le concept de mesurabilité (ou "décidabilité") simultanée.

Ltapport de V. N, peut donc &tre défini ainsi :

Primo, en utilisant le formalisme quantique, il a établit une
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correspondance entre les propositions mesurables concernant un -
microsystdme et les projecteurs., Secundo, il a commencé une étude
de la structure de l'ensemble de ces propositions.

» Nous ne nous attarderons pas sur l'article de
Birkhoff et Von Neumann de 1936, non pas qu'il soit sans impor-
tance - au contraire - mais pour la simple raison que ce travail
a été repris et considérablement développé par Jauch. Nous ferons
donc une étude globale du travail de ce dernier, en nous basant

surtout sur son livre "Foundations of Quantum Mechanics" {27}




CHAPITRE II

ETUDE DU SYSTEME DE JAUCH.

l. LE BUT DU SYSTEME

L'objectif de Jauch était beaucoup plus ambitieux
que celui de Von Neumann : il ne s'agissait plus d'édifier un
calcul propositionnel & partir du formalisme Guantique et de son
interprétation, mais plut6t de déduire le formalisme Quantique
du calcul prbpositionnel. ‘

Pour réaliser cet objectif, Jauch a construit son
systéme sur la base d'une axipmatique. Son opinion sur ce que
devrait 8tre une axiomatisation d'une théorie physique est
clairement exprimée dans ce court extrait de {28} : "In physics
the interpretations of the axioms and the undefined terms is an
essential part of the proéess (of the construction of an
axiomatics)... The axioms therefore cannot be freely chosen,
subject only to completeness and consistency, but should be induc
tively underpinned by a considerable body of empirical data. |
Without such a support on the solid ground of experience, physica
axiomatics is sterile".

Nous nous proposons de montrer dans ce chapitre
que l'axiomatique de Jauch ne répond nullement aux critéres qu'iI
a lui-méme imposés. Bien sOr cela était déja connu : de nombreux .
auteurs ont critiqué, par exemple, le fameux postulat qui concern
l'existence d'une proposition "a et b" pour toute paire de
propositions "a" et "b". Néanmoins, notre critique va beaucoup
plus loin. Nous allons montrer, en particulier, que le systeéme
de Jauch est incohérent du point de vue sémantique. D'autre part |
nous examinerons les récentes tentatives {29} de rémédier au
probléme que pose le postulat mentionné, et nous prouverons qu'
elles échouent.

2, LE FORMALISME

Nous commencons en exposant sommairement le for-

malisme que nous allons examiner. Nous transcrivons les définitio
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de fagon presque littérale de {27} , lorsque cela est possible.

DJl,(définition de l‘expérience "oui-non",
proposition), Une expérience "oui-non" est une observation qui
admet l'un des deux termes d'une alternative comme résultat. Les
expériences oui-non sont appelées aussi "propositiong. L'ensemble
de toutes les propbsitions sera noté pari,

v DJ 2 (Relation ¢ entre propositions)., Il existe

une relatlon entre certaines paires de propositions, exprimée
par acb, et qui signifie : chaque fois que a est vrai, b est vrai
aussi, o

(Note : Jauch ne définit pas le concept de vérité
pour une proposition, D'aprés l'exemple illustrant sa définition
pour ¢ dans {27}, p. 73, acb signifie que a et b sont simulta-
nément mesurables et chagque fois que la réponse a a est "oui", la
réponse 4 b l'est aussi).

DJ 5 (Egalité des propositions), Par définition,
a =b ssi agb et bga.

Axiome AJ1l. La relation ¢ est une relation d'ordre

partiel dans £ . En d'autres termes, on a :
a;a,Vaeﬁ
(agb et bga) = a = b
(agcb et bgc) —> a cec

DJ4 (plus grand minorant), Soit {aj}jéJ une

famille quelconque d'éléments de 11, S'il existe une proposition b
telle que

vxeld (xgaj,wea)e=> x ¢ b

alors nous appelerons b "le plus grand minorant de {aJ} " et

€]
nous le noterons par /A\aJ

Axiome AJ2. (Existence du plus grand minorabt).

Pour toute famille de prop031t10ns {a.}. y . son plus grand
J’j €]
minorant ‘ ) a ex1ste

* Cet axiome serallongdement commenté dans la partie critique.




‘?‘,tlon absurde, car elle est toujours fausse. ( {27} , p. 76)

"'lque a. La seule dlfférence est que les résultats sont 1nversés :

| _ 5 (Propositzon absurde), L'axiome AJZ 1mp11-
- que’ l'exlstence d'une. ‘proposition ¢ avec la propriété ge a,

X a eL . Elle est déf‘1n1e par ¢ = laee! @ et appelée proposi-

. JD 6 (négation d'une proposition), Pour toute pro-
position agf, sa négation (ou son "orthocomplément") est une
“proposition‘a e;ﬁ qui peut &tre mesurée par le méme appareil

si a est vrale, alors a' est fausse et vice versa.

Axiome A)J3 (orthocomplémentation), L'appllcatlon

a —» ;' déflnle par 036 est une orthocomplémentation, i.e. on a
| (a')"= al
a'M a =g
achb ===}l.b‘g;a'.

7 (orthogonalzté) Nous.appelerons deux proposi-

tlons a,b orthogonales (notation : a L b) ssi a ¢b'.,

. o DJ8 (plus petit majorant).‘Des trois axiomes pré-
’;cédents nous dédu1sons l'existence d'un plus petlt majorant pour
toute famille {a } jed? aJef, Il est‘déf'lnl par ij

l'(/ﬁ\ )' et on vérifie aisément qu'il obéit & la relation suivant
V‘xe:ﬁ f (e x,vJ_eJ)@'Kf’eJ < x

"D 9 (Proposition triviale), La proposition
I -&ﬁia est appelée propos1t10n triviale parce qu'elle est tou-
Jours vraie. ) : o
‘ ” Rappelons la définition b1en connue de tre11113> 
complets orthocomplémentés {30} : |

‘; ‘ DJ 10 (Treillis)., Tout ensemble possédant une
"relatlon d'ordre partiel par rapport & laquelle il existe le plus
grand minorant et le plus petit majorant pour toute famille d'élés
Ments,.eét appelé un treillis complet. S'il possdde en plus une |
orthocompléméntation (cf.‘AJB), il est appelé treillis complet
orthocomplémenté.‘ ’

PJy

1 (proposztions compatlbles) Un sous-ensemble
S(:zﬂ‘ ‘est un ensemble de propositions compatibles ssi le treilli
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,ortthpmpiémenté engendré par S est Booléen (i.é.,distributif).
Si {a,b} est un ensemble compatible, nous écrirons a«s b.

Axiome AJ4 (modularité faible), Nous postulons

agh :==$ a<>b

DJlé (proposztlon atomique).Une proposition q est
’appelée proposition mlnlmale ou atomique, si

qf.¢et (ng,XfQ)=>x‘=¢

Axiome AJSI(Atomicité, loi de couverture),

. a) Pour toute proposition a # ¢ il existe une
prop031t10n atomlque q telle que q ¢ a.

b) Si q est une proposition atomique, alors :
agxega qu = X = aoux=alJg

o _ D 13 (Systeme de propositions). Nous appelerons
tout ensemble.L satlsfalsant aux axiomes AJl-5 un'"syst&me de propo-
81t10ns" : o :
Les définitions DJ1 - DJ13 et les axiomes AJl - 5
constituent le calcul propositionnel, ainsi qu'il a &té établi
par Jauch, Son contenu peut 8tre résumé dans le postulat suivant :

Postulat PJ : Pour tout systeéme physique, soit

Z 1'ensemble des propositions qui lui correspond, d'aprés DJ1.
Alors £, muni de la relation d'ordre partiel définie par DI, et
l'orthocomplémentation définie par DJé, est un systéme de propo-
sitions, i.e, satisfait aux AJ1l - 5, ,

Le formalisme de Jauch se compl&te par la définition
des concepts phy31ques de base : état et observable.

DJ 14 (BEtat, définition physique). "L'état est le
résultat d'une série de manipulations physiques sur le systeme,
qui constituent la préparation de l1l'état. Deux états sont iden-
‘tiqUes si les conditions qui entrent en ligne de compte pour 1la
préparatlon de l'état sont identiques" ( {27} , p. 22).

Ensuite, Jauch remarque que 1l'état physique définit
une Fonctlon p(a), ael , p(a) étant la probabilité de la réponse
"oui" pour l'expérience oui-non "a", Il a donc posé la définition
ylmathématique suivante :

DJlS‘(Etat,définition mathématigque) . |yn état est
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mathémathuement détermlné par une fonction réelle p(a) sur £ ‘,j
Nous allons 1mposer les exigences su1vantes pour les états p(a) : |
1) 0¢pla)¢ 1 ‘

2) p(¢) = 0, p(I) =1

'3) Si ‘{an} ne N €St une suite de propositions

orthogonales, alors p(LJ a) = ﬁyp(a )

: 4) Pour ‘toute su1te de prop031t10ns {a,}
p(an) =1 1mp11que p(/ﬁ\an) = 1

neN ?

5)‘(a) Si a £ ¢, alors il existe un‘état p tel
‘que p(a) # 0 ‘
| | '(b)? Si a # b, alors il existe un état p tel
que p(a) # p(b)

Jauch ne donne pas de déf1n1t10n phy31que pour
"~ les observables.vToutef01s, la définition mathématique qu'il
donne (p.98) découle des propriétés du concept physique bien
;Véohnu.yEn effet, si A .est une observable quelconque, on peut
définir pour tout ensemble Borélien A une proposition xA ( A)alnSf
X (A) est une expérience permettant de vérifier 31 la valeur de x
‘appartlent ou non a A. On voit que la fonction x (A) ainsi défln;g
satlsfalt aux condltlons contenues dans 1a définition suivante :
TR DJ,, (observable). Un observable, ou 0 - homomor-
“thlsme, est une application de 13(R) (les boréliens de l'ensemble
des réels) dans £ : B(R)3A —>» x( a)ef , qui satisfait aux"
Qonditibns suivéntes : ;

D x(g) =g, x (R) =1
2) 8y M 8, =@ implique x(a)) L x( ap)

3) Pour toute suite A_ (n = 1,2,...) de Boréliens]

n

A disjoints, on a } x_(LN/ AL) = kN/ x (8 ).

On pose enfin une dernidre définition :

* Apparemment Jauch n'a pas remarqué que 5(a) découle de 5(b)



s

. v DJ17 (Principe de superposition), *Nous dirons que.
ya satlsfalt le principe de superposition si et seulement si pour
toute paire de propositions atomlques-el et e, (el £ e2) il en

existe une troisiéme, e telle que : ey # e1s €53 # e, et

3,

elLJ e2 = elLJ e3 = ezLJ ei

La construction du formalisme quantique habituel
4 partir du postulat PJ et des définitions DJ se fait a
l'aide des théoreémes suivants :

Théoreéme TJ1 {18,227} : Pour tout systéme de propo-

sitions,ﬁ qui satisfait au principe de superposition.(et aussi a

1-17

un autre ensemble de conditions assez générales) il existe un
espace Hilbertien complexe et séparable H tel que £ soit isomorphe
au treillis des sous-espaces fermés (ou de maniére équivalente, au
treillis des projecteurs) de H.

Théoréme TJ2 { 31,32} : Pour tout état p il existe

un opérateur W positif et de trace 1, tel que :

p(a) = Tr(WEa) , Yae £

s

od Ea est le projecteur correspondant a "a" via le Théoréme TJl.

* Cette formulation du principe de superposition peut surprendre

elle est pourtant mathématiquement équivalente 3 celle habituel-
lement posée en Mécanique Quantique. En effet : principe de super-
position en M, Q.&= il n'existe pas de reégle de supersélection
& (par définition) les seules observablesqui commutent avec
toutes les autres observables, sont celles qui correspondent aux
multiples de l'opérateur identité &= les seules propositions
compatibles avec toutes les autres sont gﬁ et I & principe de
superposition de Jau¢h (pour la démonstration de la derniére

équivalence, voir {27} p. 107).
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Théoréme TJ3 : Pour toute observable x (cf.
définition DJlS) il existe un opérateur autoadjoint A tel que

EX(A) =EA (a) 9VA e P (R)

A (A ) étant le projecteur correspondant & A via la décomposi-

tion spectrale de A.

l 3., ETUDE CRITIQUE

3,1, Remarques préliminaires

Le systéme proposé par Jauch a eu un impact considé
rable parmi les physiciens qui s'occupent des fondements physiques!
et mathématiques de la Théorie Quantique, pour la bonne raison (
qu'il a conduit & quelques réussites indéniables. Tout d'abord, on
a pu déduire, sur la base de ce systéme, la représentabilité
des concepts physiques fondamentaux d'état et d'observable par des
concepts mathématiques définis & l'aide d'un certain espace |
d'Hilbert. En fait , la totalité du formalisme Quantique en découl
(nous avons ommis dans l'exposé précédant plusieurs "détails"
comme le principe de supersélection, la loi d'évolution de 1'état
etc., qui ne nous interessent pas ici).

Un des défauts du systéme est l'absence de préci-
sion de cértaines définitions donnant la valeur‘sémantique des

i | concepts primaires. Par exemple, Jauch parle souvent des proposi-
: ' tions "vraies" et pourtant, comme nous l'avons déja noté pour

gf | la définition DJ,, |
des propositions. Toutefois, l'usage du terme implique que 1'aute

il n'a pas défini la notion de vérité pour

appelle une proposition "vraie" ssi une mesure a été faite et la

| Mais le systeéme a aussi d'autres défauts, beaucoup.

plus graves. Nous allons en discuter aussitot.

Nous avons déja exposé dans la section II,1 1l'opi-
nion de Jauch sur les axiomatisations des théories physiques,
opinion qui rejoint la nétre. Nous pouvons l'exprimer par un
ensemble de quatre conditions que toute telle axiomatisation doit

remplir :




Cl) (Cohérence syntaxique) Ses axiomes doivent

étre formellement compatlbles au sens de la loglque formelle.

€2) (Interprétabilité) Chaque axiome doit posséder
une interprétation physique, En d'autres termes, il devrait
exprimer un postulat physique.

C3) (Cohérence sémantique) L'axiomatique et son
1nterprétat10n doivent étre sémantiquement cohérentes.

C4) Les postulats qu'elle contient ne doivent pas
étre contredits par l'expérience.

Nous avons effectué quelques changements mineurs
la condition de complétude syntaxique est omise car elle serait
en contradiction avec le théordme de G&del {33} . Nous ne demandons
pas que les postulats soient soutenus par un ensemble considérable
de données expérimentales, mais nous imposons la condition beau-
coup plus faible qu'ils ne soient pas contredits par 1l'expérience.
Ainsi, le postulat de l1l'existence du positron n'était pas basé
sur des données expérimentales lorsqu'il a été proposé. De méme;
le postulat de l'existence des quarks pourrait ne jamais étre
vérifié directement 5 toutefois on le conserve parce qu'il fournit
un modéle physique simple, avec des conséquences utiles. C'est
pourquoi nous avons afaibli les conditions imposées par Jauch en
ne demandant que l'interprétabilité physique et 1la non-contradiction
avec l'expérience.

Enfin, nous avons ajouté la condition supplémentaire
€3 dont la nécessité est évidente. Elle signifie tout simplement
qu'il n'y a pas de contradiction interne du formalisme avec son:
interprétation. Un exemple de non-cohérence sémantique est fourni
par les'variableS‘cqchées locales et la Mécanique Quantique. Si
le théoréme de Bell est vrai, alors toute théorie a variables
cachées locales implique une certaine inégalité. D'autre part, la
mécanique quantique ne vérifie pas cette inégalité. De mé€me, 1'ex-
périence semble aussi la contredire. Nous avons donc les implications:

 variables cachées locales =—= inégalité

Mécanique Quantique —— 1inégalité fausse

Expérience =—p 1inégalité fausse

- Puisque le postulat des variables cachées locales
a une implication qui est contredite par l'expérience, il ne satis-
fait pas & la condition C4. Mais indépendamment de ce fait, les

deux premidres implications mettent déja en contradiction la M.Q.



et les variables cachées locales. Par conséquent, la M. Q.
avec des variables cachées locales est une théorie sémantique-
ment incohérente et ne satisfait donc pas & C3. (Nous disons
sémantiquement car la démonstration du théoréme de Bell n'est
pas entidrement formelle, mais elle repose aussi sur la séman-

tique).

Il est évident que si 1'une quelconque des
conditions Cl, €3 et C4 n'était pas remplie, l'axiomatique
devrait étre immédiatement rejetée. Par contre, si la condition

C2n'est pas remplie, on peut espérer de trouver dans l'avenir
une interprétation physique convenable pour les axiomes qui n'en
posséddent pas (c'est du moins la tactique suivie par plusieurs

physiciens).

On peut vérifier facilement que l'axiomati-
sation exposée dans la section précédente satisfait 3 la
condition 1. En effet, on sait que pour qu'un ensemble d'axiomes
soit formellement compatible il suffit qu'il existe un modele
quelconque pour lequel ses axiomes sont des affirmations vraies
{ 34,35 }. Of, les axiomes AJ 1-5sur lesquels repose le systeme
de Jauch posseédent de tels modéles ; l'ensemble des sous-
espaces de R™ en est un. Donc AJ1-5 sont compatibles.

La condition C2 n'est pas remplie. En effet,
nous allons voir dans la section suivante que certains des
axiomes n'ont aucune interprétation physique et en ce sens,
l'axiomatique de Jauch n'est que partiellement interprétée,

Mais ce qui est beaucoup plus grave, est que
la condition C3 n'est pas remplie non plus. En effet, nous avons |
le théoreme : |

Théorgéme 1 Soit £ l'ensemble des "propositions"”,

défini par DJl, pour un systéme physique microscopigue. Soit

encore & la relation d'ordre partiel définie par DJ2 + DJ3
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sur £ . Alors ,5 ne peut pas étre isomorphe & l'ensemble des
sous-espaces fermés de l'espace d*Hilbert décrivant le systéme

en Mécanigue Quantique.

Preuve; Considérons, & titre d'exemple, une
particule de spin l (nous ne tenons pas compte des varlables

spatiales), 501tu‘? et B deux apparells mesurant le spin le
long des axes x et x' respectivement, et laissant passer la
particule ssi on trouve + 1 (un tel appareil est appelé "filtre").

La particule aprés passage par.ﬂ'ou Best supposée 8tre dans
l'état propre correspondant. Les appareilsuﬂ'etQB définissent

deux propositions a et b au sens de DJ comme suit : a est la

14
proposition "la particule passe par.ﬁ % et b "la particule passe
par B ". ,

Définissons maintenant une nouvelle expérience
oui-non (i.e. proposition) a o b, qui consiste & faire passer
la particule successivement par les deux filtresuﬁ et 33 la
réponse "oui" étant donnée si la particule arrive effectlve-‘

ment & passer,

¥ (xy, x') 20, 1
2

Figure 1
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On a évidemment a o b ¢ a, puisque a o b et a sont
d'une part mesurées simultanément et d'autre part si la réponse a
a ob est oui, la réponse a4 a l'est aussi. En plus, a daob
(a peut donner "oui" et b "non"). S'il y avait isomorphisme entre
L et 1l'ensemble des sous-espaces fermés, on aurait pour les sous-
CR_ Ra o b # Ra’

aob="a
L'espace de Hilbert H décrivant la particule en

espaces correspondants : R

Mécanique Quantique est de dimension 2, Puisque a #¢5 et a £ 1,
(a n'étant ni toujours "vraie" ni toujours "fausse") on doit avoir

dim (Ra) = 1, Mais alors on devrait avoir dim (R ) = 0, ce qui

aob 1
implique a o b = @ . Cela est faux, puisque a o b n'est pas tou-
jours fausse, Donc il ne peut pas y avoir isomorphisme entre '

Z et l'ensemble des sous-espaces de H.

Ainsi, nous avons démontré qu'une partie de l'inter-
prétation -déja partielle- du formalisme de Jauch, est suffisante
pour entrainer des incohérences. Cette partie peut étre facilement |
localisée en reformulant 1'énoncé du théoréme ainsi : Si 1l'on
veut établir un "calcul propositionnel" tel qu'il y ait isomor-
phisme entre l'ensemble des propositions et l'ensemble des sous-
espaces fermés de l'espace d'Hilbert du formalisme Quantique, il
faut changer la définition DJl du concept de proposition et/ou la
définition DJ2 + DJ3 de la relation d'ordre.

Nous croyons qu'un changement au niveau de DJl
serait plus conforme & 1l'esprit de l'auteur., Il suffirait, pro-
bablement, d'appeler "proposition" toute expérience "simple", i. ey
mesurant une grandeur dynamique ou un ensemble de grandeurs
commensurables (comme c'était le cas chez Von Neumann), en excluan§
les expériences "oui-non" du type a o b que nous avons utilisé _
dans la démonstration du théorgéme 1. Mais un tel procédé présuppo{
proposition, et non pas aprés comme l'a fait Jauch. I1 y aurait
donc un changement de concepts primaires.

Une autre possibilité consiste & changer la défini;
tion de la relation d'ordre. En effet, nous allons voir gue dans |
le systéme proposé par C. Piron ol l'ordre est défini de fagon
différente,la démonstration du théorgme 1 n'est plus valable.
Cependant, nous verrons aussi que ce changement entraine des

graves difficultés au niveau de l'interprétation.




3.3. Examen de l'interprétabilitéd bhysique des

Notre tache dans cette section sera d'examiner
dans quelle mesure le systéme de Jauch remplit la condition C2
d'existence d'une interprétation physique des axiomes. Bien sQr,
cette question a été déja dicutée par d'autres auteurs ; toutefois,
nous allons voir que cette discussion se base souvent sur des idées
fausses, En outre, notre analyse nous sera utile dans 1'examen
ultérieur du systeéme de Piron.

Avant de passer & l'inspection des axiomes un par
un, faisons une remarque : d'apreés le théoréme l, le systéme est
sémantiquement incohérent, et cette incohérence provient d'une
petite partie de son interprétation. Par conséquent, il semblerait
que toute discussion sur 1'interprétation du reste du Formallsme
serait superflue, Cependant, nous allons supposer qu'une des
définitions (par exemple DJ ) a été convenablement modifiée, de
fagon & ne pas entralner d'1ncompat1b111té Nous commengons mainte-
nant notre examen :

AJl Son interprétation physique est claire,

AJ2 11 est bien compris aujourd'hui que cet axiome
est le talon d'Achille pour le systéme de Jauch, mais du reste
une grande confusion r&égne en ce qui concerne l'emplacement exact
du probleéme. Cette confusion est due, pour une grande partie, aux
commentaires de Jauch sur cet axiome (cf. {27} ,P. 75).

Avant de commencer notre discussion sur 1'axiaome,
nous allons d'abord clarifier quelques points délicats concernant
la définition DJ4 du "plus grand minorant", Considérons 2 titre
d'exemple deux propositions b,ce;f et notons leur plus grand mino-
rant, s'il existe, par bc. Jauch a appelé cette proposition "b
et c¢". Cela donne 2 croire que () correspond tout & fait a 1'opéra-
tion de conjonction logique et que b/ ¢ peut 8tre mesurée en mesu-
rant simultanément "b" et "c", C'est du moins 1'avis de certains
physiciens {26} . Cette interprétation de la définition DJ, est
fausse, puisqu'elle mettrait en contradiction l'axiome AJ2 qui
affirme 1'existence de b( ¢ pour toute paire de propositions
a&ec le fait bien connu qu'en théorie Quantique il y a des
propositions qui ne peu&ent pas &tre mesurées simulfanément. En
réalité "b et c" n'est qu'une appellation, et la proposition bNg

(3 supposer qu'elle existe) pourrait n'avoir rien en commun avec




- 28 -

le contenu physique de b et de c¢. En particulier, l'expérience
oui-non b/ e (2 supposer toujours qu'elle existe) n'est pas en
général une mesure slmultanée de b et de c. Une situation analogue

se présente avec les observables : p2 + V(x) est formellement la
2 2m .
somme des E_ et V(x) et pourtant sa mesure n'est pas une mesure
2m 2
simultanée des P_ et V(x).
Zm '

Afin de Jjustifier notre affirmation, rappelons la
définition de/’\ aJ ¢ c'est 1'élément de_ﬁ qui rend vraie 1la
double 1mpllcat10n : ‘

VXé,Z: xQG\aj > xgaJ.,VjeJ (1)

Il est facile de montrer que (1) est équivalente
& la paire de relations :

Na; ¢ a; , ¥jel (2a)

xgaj y ¥j el —_—._->xg_:G\éJ._ (2b);

La relation (2a) signifie que /3\ 8 est un mino- |
rant commun des a; , tandis que (2b) signifie que si x est un autre .
minorant Commun, alors /) aj est plus grand que x. Cela montre :
pourquoi Jauch appelle /i\ aj "le plus grand minorant". Il montre

aussi que f;\ aj- ne dépend pas seulement des aj, mais_de_toute la §

--------------------- puisque il faut connaltre tous les minorants§
des aJ pour connaitre aussi /S\aj. C'est pourquoi la signification (
de la proposition bMNc pourrait n'avoir rien en commun avec les
significations de b et de c.

En cdnclusion, la définition purement mathématique !
de bNc n'implique nullement que bNec est une mesure simultanéde
de b et de c. Mais d'autre part, elle n'implique pas non plus
l'existence de bNec., En effet, il y a des ensembles ordonnés tels
que le plus grand minorant de deux éléments peut ne pas exister,

comme dans l'exemple ci-dessous :
I

Figure 2 . i
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Ici deux éléments sont dans une relation d'ordre
s'ils sont unis par une ligne, celui qui est en bas étant plus pe-
tit que l'autre, Les éléments a,b ont trois minorants communs :
c,det ¢ . I1 n'y a é&idemment pas de plus grand entre eux.

Venons maintenant a 1'étude de l'axiome AJ2. Cet
axiome affirme que le plus grand minorant existe pour toute famille
de propositions, et impose ainsi sur l'ensemble des propositiong
expérimentales.ﬁ une structure de treillis complet. Cette affirma-
tion peut étre justifiée physiquement dans le cas spécial d'une
famille de propositions commensurables., En effet, supposons que
toutes les propositions aj, jed pui§sent étre mesurées simulta-
nément, Alors on peut définir une nouvelle proposition, notée b,
comme suit : pour mesurer b on mesure simultanément toutes les
a.

J,
aj sont "oui". On peut montrer que b ainsi définie satisfait aux

J € J et on donne la réponse "oui" ssi toutes les réponses aux

conditions (2 a-b). En effet , on a: bg;aj y ¥ j € J, car si b est
trouvée vraie alors toutes les aj sont vraies. D'autre part,

xgaj v M jed, implique que x ¢ b, car si x est vraie, alors de

X C aj découle que les aj sont &raies donc b est vraie, ce qui
démontre x < b,

Puisque (2a-b) est équivalente a (1), nous concluons
que le plus grand minorant /3\ a,‘j des a\j existe et qu'il est égal
a b. Par conséquent, dans le cas d'une famille de propositions
simultanément mesurables, l'existence de /3\ aj-peut étre déduite
sur des bases physiques,

Nous sommes maintenant en mesure de localiser le
probléme posé par l'axiome AJ2. Selon les propres termes de Jauch,
les axiomes d'une théorie physique devrait "étre soutenus par un
ensemble considérable de donnés expérimentales". Or l'existence du
plus grand minorant imposé par l'axiome AJ2 n'est justifiée physi-

guement que pour des familles {aj} de propositions simultané-

jed
ment mesurables, En effet, on n'a jamais pu proposer une constructic
: *

valable de /S\aj pour des aj non simultanément mesurables. Cela

signifie que "l'ensemble considérable de données expérimentales"

*¥ L'idée de construire /S\aj en utilisant des filtres infinis
{27,36 }est aujourd'hui abandonnée. D'autre part, C. Piron a pu
construire /3\ aj en changeant complétement les définitions du
concept de proposition et de relation d'ordre, mais il a créé des
nouveaux problémes dans d'autres axiomes, comme nous allons voir

dans le chapitre suivant,
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sur lequel se base l'affirmétion de l'existence de la conjonction
pour de telles propositions est vide. Pis encore, l'axiome AJ2

n'a aucune signification physique.,

Il y a eu des tentatives de remédier & cette défail-
lance du systéme de Jauch. Leur examen fera l'objet de la section
suiVante. Pour le moment, poursuivons par l'étude des trois autres
axiomes.

AJ3. Son interprétation est évidente.

AJ4. L'interprétation decet axiome aussi est solide,
En effet, d'aprés la définition de la relation d'ordre DJ2, si
8 ¢ b alors a et b sont simultanément mesurables. D'apreés la
définition DJ6, les 4 propositions a,b,a',b' sont simultanément
mesurables. Il s'ensuit, d'aprés notre discussion de l'axiome AJ2,
que les propositions a,b,a',b', anNb, a'"b, aUb etc sont toutes
simultanément mesurables (il suffit de mesurer a et b et d'appli-
quer les tableaux de vérité de 1la logique habituelle pour obtenir
la valeur de vérité de toutes les autres), Par conséquent, la
loi distributive sera vérifiéde, ou en d'autres termes : a<— b
(cf. DJll). Cela justifie l'axiome AJ4.

AJd5 . Jauch lui méme admet que cet axiome n'a pas
de signification physique ( {27} , p. 87).

3.4, Etude des tentatives d'amélioration du systéme

7 S S e e e P e e T T - Y - - - — = A~ = = o e o

Nous venons d'exhiber les principaux handicaps du
systéme de Jauch : son incohérence sémantique et le manque total
de signification physique pour les axiomes AJ2 et AJ5. Le premier
de ces handicaps qui, 2 notre connaissance, n'a pas été jusqu'a
maintenant remarqué, est sans doute le plus grave. Toutefois, on
peut espérer le surmonter par une modification adéquate des défini-
tions des concepts de propositions et de relation d'ordre. En
ce qui concerne les deux axiomes, la recherche d'une signification
physique acceptable a suivi deux voies distinctes. Parmi elles,
celle de C. Piron{ 19-23} a conduit & un formalisme trés riche
qui a convaincu plusieurs physiciens {28,37 } par son efficacité
apparente. Ceux qui ont suivi 1'autre Qoie ont essayé d'arriver au
formalisme Hilbértiensans faire usage des axiomes AJ2 et AJ5S.

Cette derniére tentative se base sur l'argument



1
L2 ]
p)

§

suivant : on sait que les propositions de la forme " la valeur de
l'observable A appartient a l'ensemble A " correspondent a des
sous-espaces fermés de l'espace de Hilbert qui décrit le systeme
(Cf. section I.2). On sait aussi que l'ensemble de tous les sous-
espaces fermés est un treillis complet, orthocomplémenté, faible-
ment modulaire, atomique et satisfaisant 3 la loi de couverture

( c.a d, il satisfait aux axiomes AJ1-5). D'autre part, il y a des
raisons physiques qui donnent 3 penser que JA2 et JA5, qui affir-
ment l'existence d'éléments qui possédent certaines propriétés, ne
sont probablement pas vrais pour l'ensemble des propositions. On

en déduit que l'ensemble des propositions pourrait ne pas &tre iso-
morphe & l'ensemble de tous les sous-espaces fermés, mais seulement
4 un sous-ensemble de celui-ci.

De 13 on est arrivé au programme de recherche
suivant : on impose & l'ensemble des propositions £ seulement les
axiomes AJl, AJ3, AJ4 qui ont une justification physique. Ensuite
on peut essayer de montrer que l'on peut compléter‘K avec des
éléments supplémentaires de fagon que le nouvel ensemble Z' qui
en résulte satisfasse tous les axiomes AJ1-5. Dans un langage plus
formel : on devrait montrer qu'il existe un ensemble Z' satis-
faisant aux AJ1-5 et un isomorphisme entre £ et un sous-ensemble
de Z£'. Les éléments supplémentaires de L' par rapport a £
n'auraient probablement pas de correspondant physique, et seraient
simplement une sorte d'intermédiaire de calcul. Ensuite, en utili-
sant le théoréme TJ1 pour ce Z', on en déduirait* l'isomorphisme
de Z avec un sous-ensemble de l'ensemble de tous les sous-espaces

fermés d'un espace de Hilbert.

Si ce nouveau programme avait abouti, on serait
effectivement arrivé a la construction du formalisme quantigue
sur une base axiomatique dont tous les axiomes ont une signification.
physique. Parmi les physiciens qui ont suivi une voie de recherche
analogue, W. Guz { 40,41 }a utilisé le formalisme de G. Mackey {42 };
K. Bugajska et S. Bugajski { 43 }ont aussi utilisé un formalisme
plus riche que celui de Jauch. Par contre, J. Cyranski est resté
& 1'intérieur du formalisme de Jauch et il a suivi presque exacte-
ment le programme que nous venomnsd'exposer. C'est pourquoi nous

allons étudier sa proposition a part.

*¥ Sous l'hypotheése supplémentaire que L' satisfasse encore deux
conditions, Cf. {38,391}.
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L'auteur a utilisé un théoréme fondamental de
la théorie des ensembles ordonnés :
Théoreéme 2({43} ,p. 14): Soit E un ensemble par-

tiellement ordonné guelconque, contenant deux éléments I,¢ tels

que @ ¢ a & I ,Ma € E. Alors i] existe un treillis complet

E et un isomorphisme entre E et un sous-ensemble E, de E qui

~ 1
engendre E en ce sens, gue pour chaque a ¢ E il existe une famille

d'éléments de El R {xj} , telle que a = /g\ xj.

jed
Nous ne donnons pas ici la démonstration de ce

théoreéme qui se trouve dans toutes les monographies sur la théorie

des treillis. Mais nous exposons la méthode de construction de

E et de l'isomorphisme, car nous en ferons bientdt usage. Pour

chaque AC E, soit s(A) l'ensemble ge ses majorants et i(A)

l'ensemble de ses minorants, Alors E est défini par :
E={ACE : i(s(A)) = A} ' (3)

et l'isomorphisme entre E et un sous-ensemble de E par l'applica-

tion biunivoque :
E® x —— 1i(x) € E, (4)

E s'appelle "extension de Dedekind" de E.

Etant donné que l'ensemble des propositions Z satis-
fait a l'axiome AJl et qu'il posside deux éléments extrémes I et
@ , Cyranski a suggéré que l'axiome AJ2 ne constitue pas un
véritable obstacle. En effet, si AJ2 n'est pas vrai pour zﬂ, on
peut remplacer;f par son extension de Dedekind Zﬁqui satisfait
aussi AJ2 et dont l'existence est garantie par le théoreme.

Malheureusement, ce procédé n'est pas correct.
L'ensemble £ satisfait aussi aux axiomes AJ3 et AJ4. Si 1'on
veut donc le remplacer par une extension L= Z s il faudra que
l'extension aussi satisfasse aux axiomes AJ3 et AJ4 (sinon, elle
ne pourrait pas &tre isomorphe a3 l'ensemble des sous-espaces fermés
d'un espace Hilbértien,comme on le souhaite). Or nous avons le

théoreéme suivant, dont la démonstration est donnée en appendice :

Théoréme 3. Soit E un ensemble satisfaisant aux
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axiomes AJl, AJ3, AJdJ4. Alors son extension de Dedekind E satis-

fait les axiomes AJl, AJ2, AJ3 mais bpas nécessairement AJd.

On voit donc qu'tun éssai d'escamoter le probléme
posé par l'axiome AJ2 en utilisant l'extension de Dedekind, crée-
rait de nouvelles difficultés avec l'axiome AJ4. On ne peut donc
pas accepter la suggestion de Cyranski.

Griechie {46,47} a démontré un théoreme tres
puissant, qui affirme qu'il existe des ensembles qui satisfont
aux axiomes AJ1, AJ3, AJ4 et qui ne peuvent pas étre immergés
dans l'ensemble des Sous-espaces fermés d'un espace d'Hilbert. Ainp-
si le théoreéme de Griechie donne une réponse définitivement négative
a8 la question de savoir si 1'on peut retrouver le formalisme
Hilbérien en se basant uniquement sur les axiomes AJl, AJ3, et
AJ4 qui ont une signification physique.

4. LA NECESSITE D'UN AUTRE SYSTEME

Le programme de Jauch n'a pas abouti. Le systeme
qu'il a construit souffre d'une incohérence sémantique, et possade
deux axiomes qui n'ont aucune signification physique. Cette
déficience du systéme est d'autant plus grave que 1'un de ces
axiomes, le AJ2, constitue le pilier de sa construction,

‘ D'autre part, nous avons vu que les tentatives de
retrouver le formalisme Hilbértiende la Mécanique Quantique en
utilisant seulement les axiomes possédant une signification physi-
que, ont échoué, Il apparait donc que pour arriver 3 la formali-
sation Hilbértienneil faudra transgresser le formalisme de Jauch.
Une approche prometteuse dans cette direction est celle de W. Guz
140 } qui utilise le formalisme de G. Mackey {42} .

Néanmoins malgré ses échecs, le formalisme "logique"
@ eu une répercussion considérable chez les physiciens qui s'oc-
cupent des fondements conceptuels et mathématiques de la théorie
Quantique. Cela s'explique tant par le but de 1'approche logique,
qui était extrémement ambitieux, que par certains résultats (suc-
cés indéniables en ce qui concerne l'introduction physiquement
acceptable des concepts d'état et d'observable et leur représenta-

tion mathématique qui en découle, possibilité d'avoir un langage
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universel pour traiter a la fois la Mécanique Quantique et 1la
Mécanique Classique etc). Ces succés, ainsi que 1l'importance de
l'enjeu, ont incité plusieurs physiciens 2 essayer d'améliorer

le systéme & travers un plus grand raffinement des concepts., Parmi
les nouveaux systeémes qui ont été ainsi construits, celui de

C. Piron est de loin le plus élaboré. Plusieurs physiciens ont

été convaincus que ce nouveau systéme posseéde des bases physiques
solides, et constitue donc 1'aboutissement heureux de 1'approche
logique. Le but du chapitre suivant est de montrer que cela n'est

pas vrai,
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APPENDICE AU CHAPITRE II

Preuve du théoréme 3 : . ~ . .
--------------------- " Par construction £ satisfait

Adl et AJ2. Il faut donc montrer qu'il satisfait AJ3, mais pas
toujours AJ4.

a) Pour montrer AJ3, nous allons utiliser la relation:

~ . M .
MA e E : A= M 1(X)“y€s(A) i(y) (5)

(Cf. {45} p. 16),0D/ﬁ\ eﬂ\,/sontl'union et intersection ensembliste.
De (5) il découle

xe A

= . 3 L ] - 3
vae B ) i = Mg (6)
En effet, on a les implications :
(yes(A) et xehA) => y» x = y' ¢ x' = i(y') C i(x")
qui montrent que(é:;% i(x'?):) ygiékA) i(y'». D'autre part,
ZEXQA i(x')=z < x',¥xeA= 2'5 x, ¥ xehA —

= z' € s(A) = Z'eyEE%A) i(y")

montre 1l'inclusion inverse, donc (6) est vraie. Nous pouvons donc
définir |
. T . t., = m 3 ' = U i '

Montrons que A' ¢ E, On a, d'apréds (7) :

ues(A')& Uz, z eA'&S usry', Yyes(A)e
& u'cy, Y yes(A)&u'eg A, ' (8)

Donc
z € i(s(A'))ﬁzeu,Vues(A')=> s ¢u', Yueh = z €A

ce qui montre que A' e E (Cf. la relation (3)).

11 reste & démontrer que l'application A— A' ainsi
définie satisfait aux 3 conditions de l'axiome AJ3. En combinant
(7) et (8) avec (5) on trouve :

D'autre part,




- 34 -

aCo=> (D) 10 ) C ([ hen) = s Ca

x& B xe A
A

Et enfin,

ye ACYA'=> ye A et (ye ix'"), ¥xe A=y gy =
=y =4

et donc A(D)A' = i(d ). Par conséquent, E satisfait l'axiome AJ3, |

" j.e. il est orthocomplémenté.

b) Montrons qu'il existe un E qui satisfait AJl,
AJ3 et AJ4 tel que E ne satisfait pas AJ4., Un tel E est donné
par la représentation graphique de la page suivante (figure 3).
Considérons son extension de Dedekind E et l'isomorphisme i
définis par les relations (3) et (4). Nous utiliserons le symbole
M pour noter l'intersection ensembliste et /\ pour le plus

grand minorant. On a 3

i(a) {a’¢}

i(b) = {b,a, bNa', k, bAK', ¥ }

iC(e) = {c, a, e\ a'y, k, k'N\c, @}

i(b)\ i(c) = i(bY\i(c) = {a, k, @}

i(a') ={ a',z', zNa', c', cNa', b', bAa', ¢}
ia" )N (A(b)N\Ni(e)) ={ &} _
i@V [ia) A G A ie)N] =ia) £ 1B ile)

On voit donc que bien que i(a)C i) i(e),

on n'a pas i(a) «— i(b)/\ i(c). Donc E ne satisfait pas l'axiome

as. |




E - {I,¢ ,a '3 b, C, k, Z, 8', b', C', k', Z', k\/ C',k'/\ C,b'\/ k’
cNa'y bA k'ye'\/ a,z*\/ a, b\ a',b'V a, z/\ a'}

Figure 3. Un ensemble ordonné orthocomplémenté et faiblement modu-

]
-

. laire dont l'extension de Dedekind n'est pas faiblement modulaire.




CHAPITRE III

ETUDE DU SYSTEME DE PIRON

1. PREALABLES

Pendant la dernigdre décennie, C. Piron a pro-
posé un nouveau systéme axiomatique. Son but déclaré &tait
double : d'une part, il voulait que tous les axiomes aient une
Justification empirique, d'autre part, le syst&me devrait
fournir une description réaliste au sens défini par Einstein
{ 48} de la nature. '

Afin de parvenir a ce but, l'auteur a étsg
amené & une plus grande précision dans les définitions et a
un raffinement des concepts. Son systéme est donc plus ri-
che que celui de Jauch. Le concept primaire est ici le concept
de "question", tandis que les "propositions" sont des classes
d'équivalence de questions. C'est pourquei nous appellerons
souvent le nouveau syst&me gp-s (systéme des questions-propo-
sitions). ‘ ,

Notre objectif dans ce chapitre est de montrer
que, malgré ce plus grand raffinement, le systéme de Piron
n'a pas atteint son but. En particulier, nous allons prou-
ver & l'aide de 4 théordmes que gp-s a des vices syntaxiques
cachés qui enlédvent toute possibilité d'interprétation pour
deux de ses trois axiomes. Le manque de support sémantique est
si grave, que nous serons amenés 3 nous demander si le systéme
posséde une cohérence quelconque,ne cerait-ce qu' au niveau
de la syntaxe., Nous montrerons que cette cohérence syntaxi-
que est acquise ; qp-s est consistant au sens de la théorie

abstraite des modeles. C'est donc seulement son aptitude de

2. LE FORMALISME

La plus grande précision des définitions du sys-
téme de Piron nous permet de les transcrire ici de fagon
presgue littérale, de {22} . Chaqgue fois qu'une définition est
tirée d'un autre article, nous en ferons explicitement men-

tion.
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DPl (Systéme physique). Un systeme physique
est une partie du monde réel, existant en espace-temps et
extérieur au physicien.

DP2 (question). Une question est toute expé-
rience qui amé&ne & une alternative dont les termes sont "oui"
et "non",

DP3 (question opposde ou inverse). Si g est une
question, o~ est la question obtenue en permutant les termes
de l'alternative.

DP4 (produit des questions). Si{aj} est

une famille de questions, g @ est la question défigiiJainsi :
on mesure une quelconque des aj et on attribue 3 g aj la ré-
ponse ainsi obtenue.

Regle Rl (opposée de la gquestion produit). Les
définitions impliquent la r&égle suivante : (:g o j)~ = g o jN

DP5 (question triviale). Il existe une question
triviale I qui consiste & mesurer n'importe quoi (ou ne rien
faire) et donner chaque fois la réponse "oui",

DP6 (question certaine ou vraie), Lorsque le
systeéme a été préparé de fagon telle que le physicien peut
affirmer que dans 1l'éventuslité d'une mesure correspondant a
la question a le résultat sera "oui", nous dirons que 1la ques-
tion ¢ est "certaine" ou "vraie",

DP7 (relation de préordre entre 1?5 guestions).
Si la question y est vraie chaque fois que la question B est
vraie, on dira que g est plus forte que y et on le notera par
B < v . La relation < est transitive.

DP8 (questions équivalentes). Si l'on a B < Y
et y < B , alors g et y sont des questions équivalentes, ce
qui sera noté par g =~ y . :

' DP9 (proposition). La classe d'équivalence qui
contient la question B est appelée proposition et elle est no-
tée par b. L'ensemble de toutes les propositions pour un syste-
me physique est symbolisé par 11 .

PP1o
proposition b est vraie ssi la question g dont elle est la

( proposition vraie, Cf. {20} p.291). La

classe d'équivalence est vraie (dans le sens de DP6).

DPll (rélation d'ordre entre propositions, {20 }

p. 291). Si 1'on a ¥pBebMyec 8 < y, alors la proposition
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b est plus forte que la proposition ¢, ce qui est noté par b < c.
DP12 ("produit” ou"conjonction" de propositions*),
Pour toute famille de propositions {bj} jed’ /9\ bj est 1la
classe d'équivalence qui contient la question g Bj’ ol Bj € bj’
DP13 ("somme®” ou "disjonction" de\sfopositions*).
jed ijestle

Pour toute famille de propositions {bj}
de toutes les propositions xae;f telles que

produit /2\ X

by <Xg» Vi,

a

Théoféme Tl L'ensemble des propositions i?est

un treillis complet, i.e. il existe un plus grand minorant et
un  plus petit majorant (au sens de la théorie des treillis,
{30}) pour toute famille de propositions. Le plus grand mino-
rant et le plus petit majorant sont donnés, respectivement, par
la conjonction et la disjonction.

DPl
implique 1l'existence d'une proposition absur-

4 (proposition absurde, proposition triviale),
Le théoreéme Tl
de 0 = b. La classe d'équivalence de la question triviale
I définit la proposition triviale I (méme notation pour 1la
question et la proposition triviales).

DPl

proposition c est une proposition complémentaire pour b ssi

b\/’c = I et b/A\c = 0.

DP
16
c est un complément compatible ¢ = b' d'une proposition donnée

(proposition complémentaire pour b), La
5

(complément compatible de b). La proposition

b ssi elle est une proposition complémentaire pour b et si en
plus il existe une question g telle que g € b etg~ ¢ c.

Axiome C (existence d'un complément compati-
ble). Pour toute proposition bgf il existe au moins un complé-
ment compatible.

Axiome P (modularité faible), Si b < c sont des
propositions dans £ et b' est le complément compatible de b,
et c' le complément compatible de c, alors le sous-treillis
engendré par { b, c, b', c'} est distributif.

L'axiome P implique 1l'unicité du complément

compatible, et queZ est orthocomplémenté :
Vbef :+ (b')' zb, bV b'=1I, b/\b' =0

V(b,c)eﬁz t b <c =—> c'< b'.

* Dénommé ainsi par nous-mémes.

1
:
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DP17 (proposition atomigque). Si q 616 est telle
que

q# O et 0<x<gqg = x=00ux-=aq,

alors q est appelée atomique.

Axiome A (Atomicité, loi de couverture)

a) Si beZ , b # 0 alors il existe une propo-
sition atomique q telle que q < b,

b) Si q est atomique et si q /AAb = 0, alors

b<x<bV g =—=—> x =boux=b\Vaqg.

DP18 (systéme propositionnel). Un treillis com-
plet qui satisfait les axiomes C, P et A est un systéme pro-
positionnel.

Les définitions DPl-lB et les Axiomes A, P, C
forment le systdme proposé par Piron. Les définitions qui sui-
vent nous seront utiles dans notre étude :

DP19 (propositions orthogonales). be &£, est
orthogonale a cef (notation b L c) ssi b < ¢c'.

DP20

B est une mesure de premiére espeéce si, chaque fois que la

(mesure de premiére espéce) : la question

réponse est "oui", on peut affirmer que la proposition b
définie par B est vraie immédiatement aprés la mesure ( {22} ,
p. 68)

DP21 (question idéale). Une question B , appar-
tenant & la proposition b, est appelée idéale, si toute propo-
sition compatible avec b et qui est vraie avant une mesure de

B , reste vraie aprés la mesure chaque fois que la réponse 2
B a été "oui".
DP22

guestions idééles et de premiéfe espéce B et y , nous noterons

(succession de mesures), Etant données deux

par y o B la question définie comme suit : on effectue la
mesure B et, si le systéme n'a pas été détruit, on effectue vy
immédiatement aprés. On attribue a y o B8 la réponse "oui" ssi
les deux réponses ont été "oui",

DPy3
compatibles deux propositions b et c, si le treillis engen-

(propositions compatibles), On appelle

dré par {b, ¢, b', c'} est distributif.
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3. ETUDE CRITIQUE

Par rapport au systéme de Jauch, le qp-s a
sans doute l'avantage de 1la précision. Aucune définition de
concept n'a été laissée dans le vague, comme c'était le cas
pour la relation d'ordre dans le systéme précédent., D'autre
part, la grande réussite du gp-s vient sans doute du fait que
l'axiome AJ2 devient ici un théorgme : l'existence du plus
grand minorant ne pose plus de probléme.

Cependant, cette précision dans les définitions
et cette réussite concernant la conjonction se payent par une
plus grande complexité et, surtout, par 1l'introduction d'él¢-
ments tres artificiels comme les expériences "produit" 4 3 B s
qui n'ont rien a faire avec 1la pratique expérimentale. Bien
sdr, l'introduction de tels éléments n'est pas a priori con-
testable., Elle pourrait mé&me sembler souhaitable puisqu'elle
conduit & une déduction de la structure de treillis pour 1l'en-
semble des propositions. Toutefois, nous allons montrer qu'en
réalité elle ne fait que transposer le probléme d'interprétation

d'un axiome 3 1l'autre.

3.2, Objections d'autres auteurs

Le gp-s a été déja critiqué a deux reprises,
par W. Ochs {49} et B. Mielnick { 50}, mais ces eritiques ne
sont pas concluantes. W, Ochs a opposé deux objections 3 gp-s :
(a) la relation de préordre < entre les questions définie par
Piron n'est pas identique a celle que l'on a habituellement
introduite dans les approches logiques {22} (b) les probabi-
lités de vérité pour certaines questions ne sont pas données
par la formule habituelle Tr(WE) de la Mécanique Quantique.

Les deux remarques d'Ochs sont correctes, mais
ne sont pas significatives en tant que critiques du gp-s. Piron
n'a jamais affirmé, par exemple, que la probabilité de
vérité pour toutes les questions avait la forme Tr(WE), (g 22y,
P. 73). (b) est une propriété caractéristique du gqp-s et de la
Mécanique Quantique et ne peut avoir valeur d'objection. De
méme, Piron n'a jamais affirmé que sa relation de préordre

était identique 3 celle de Jauch, Mackey, etc...
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La critique de Mielnick se porte sur l'axiome C
et elle est plus significative. Mais en fait elle ne fait qu'ef-
fleurer l1'énorme probléme que présente cet axiome. En outre,
l'exposé de Mielnick souffre d'une graVe erreur dont nous allons
bient6t parler, ce qui enléﬁe une grande partie de l'importance
de sa critique.

3.3, Examen du support physigue des axiomes

Le gp-s contient trois axiomes , C, P, et A,
Nous allons centrer notre attention sur deux d'entre eux, i.e.
C et A.

Axiome C, Cet axiome, qui affirme l'existence
d'un"complément compatible™ (Cf. DP16) pour toute proposition,
n'a jamais été sérieusement critiqué. Nous croyons que cette
acceptation de la part des physiciens provient de deux raisons,
sans doute reliées. En premier lieu, l'axiome correspondant
du systeéme de Jauch(i.e. AJ3) avait une justification physique
trés simple, ce qui a donné a croire que c'était aussi le cas
dans gp-s. Et en second lieu, on a trés souvent supposé que le
complément compatible a' d'une proposition aecd est tout
simplement la classe {a~} des "négations" g~ des questions q
(voir, par exemple : Griechie et Gudder {37} p. 559, Mielnick
{50} p. 120, et dans une premigre version du qp-s, Jauch et
Piron {51} ,p. 170). Si cela était Vrai, l'axiome C serait sa-
tisfait de Faéon si triviale, que la nécessité de son assertion
comme un axiome serait contestable. En fait, cette supposition
est erronée, et ce qui est contestable est l'existence méme du
complément compatible. Nous allons montrer notre affirmation
par une succession de quatre théorémes de puissance croissante,
Nos démonstrations se feront entiérement & 1l'intérieur du sys-
teme gqp-s, dont nous utiliserons les axiomes.

Théoréme 1. A 1l'intérieur du pg-s il existe
au moins une proposition telle que son complément compatible
n'est pas l'ensemble des "négations" g~ des questions o
dont cette proposition est la classe d'équivalence.

Preuve. Soit aef une proposition quelcongue.
D'aprés l'axiome C, il existe o € a telle que o™ € a', Par

conséquent, on a pour cette question o :
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all a~e aNa' =0
D'autre part, la reégle Rl donne :
'(aHoﬁN = g~ Maeca'/\ a =0 £0' =1,

ce qui montre que 0' #{g~ :8 € 0}. .

Le contenu du théoréme 1 peut &tre illustré par
le diagramme "non-commutatif" suivant :

oea
daeZ ;3o 1 %
a"é¢a’

L'exemple donné dans la démonstration du théore-
me 1 introduit la proposition particuliere 0. Mais nous allons
maintenant démontrer le mé&me résultat pour toute proposition
du gp-s :

Théordme 2. Pour toute bef différente de
la proposition triviale, le complément compatible b' est
différent de l'ensemble de négations de toutes les questions
dont b est la classe d'équivalence.

Preuve. Pour toute bef , b £ I, soit c une
proposition orthogonale a b mais différente de b'., Nous
montrerons par construction qu'il existe une question g ¢ b
telle que 3~ ¢ c. Puisque toute question appartient a une
proposition et une seule, cela prouvera que g~ ¢ b' et
établira le théoreéme.

D'aprés l'axiome C, il existe des questions g
et Y telles que g € b, B~ ¢ b', y € ¢, y“ € ¢'. Consi-
dérons la question o = g II v~ . D'apreés la définition DP19
on a:b < c¢', et donc c < b'. Par conséquent

o Bny~éb/\c' = b
tandis que

~

o

(gmy~ )" =g~ T yeb'/Nc=c

On a donc y e b et Y~gc';£b'. .

Nous pouvons représenter graphiquement le

contenu du théor&éme 2 comme suit :
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0o & a
Vaef,:')a:I I
e~ g a

On peut illustrer d'une autre fagon le contenu du théorgme 2,

8 l'aide d'un exemple : Considérons une particule dans un es-
pace unidimensionnel représenté par la droite réelle. Soit B »

y deux questions définies ainsi B est définie par un appa-
reil capable de vérifier si la position de la particule appartient
ou non & l'ensemble (0, 1 ), la réponse "oui" correspondant au
cas ol la particule est trouvée dans (0, 1 ) ; de maniére ana-
logue, y est définie par un appareil capable de vérifier si la
position de la particule appartient 3 1l'ensemble (2,3). Notons
que, selon la définition DP3, B~ ety™ correspondent respecti-
vement au méme appareil, mais les réponses "oui" et "non" sont
permutées pour ces questions. Soient b, c, les propositions
auxquelles appartiennent g et Y « Nous constatons que dans cet
exemple précis, les propositions b et ¢ possédent un contenu
sémantique : b, par exemple, est la proposition " la position
de la particule appartient a l'intervalle (0,1)", qui peut &tre
vérifide ou falsifiée par l'appareil g . Par construction, nous
avons Beb, yec, BYeb',y"ec'. En outre, b < ¢'., Par conséquent,
selon la définition DP19, b et c sont orthogonales,

Si 1'on définit maintenant la question ¢ = B I v5
alors comme nous l'avons démontré dans la preuve du théoréme 2,
on a:o ¢ b,a~¢& b'. Nous sommes donc, du point de vue syn-
taxique, devant le fait curieux, que la question’ opposée a une
question o donnée ne se trouve pas dans le complément de la
proposition & laquelle o appartient. Mais venons maintenant a
la sémantique. Supposons que 1l'on mesure goe b et que 1'on trou-
ve la réponse "oui". En général, aucune conclusion ne peut en
étre tirée en ce qui concerne la vérité de la proposition b,
a4 savoir " la position appartient & (0,1)", et cela en dépit
du fait que aeb. En effet, d'aprés la définition DP,, afin d
effectuer une mesure de o , on doit choisir 1'une de deux
questions B8 , y~ .Si le hasard nous conduit & choisir vy~ , alors
la réponse "oui" pour ¢ signifie, selon DP3 et DP4, que la
réponse a4 y est "non", i.e. que la particule a été trouvée dans
R~ (2,3). Cependant , on ne peut pas décider si b est vraie
ou pas sur la base de cette information. En d'autres termes,

o € b n'implique pas que o peut mesurer b ! Cela met en




- 44 -

évidence le fait que la caractéristique formelle exprimée
par le théoréme 2 implique des conséquences sémantiques bi-
zarres dans l'interprétation du gp-s.

Nous avons donc montré que, contrairement a
une opinion trés répandue, le complément compatible d'une
proposition ne peut pas &tre formé par la classe de toutes les
"négations" des questions qui appartiennent A cette propo-
sition. Toutefois, cela ne suffit pas pour nous amener 2 nier
l'existence de a'. En effet, il pourrait y avoir une possi-
bilité que pour chaque a e il existe une méthode de
construction d'un complément compatible non vide a', mé&me
si a' ne contient pas toutes les "négations" y~des o e a. Nous
allons cependant démontrer un théor&me qui semble exclure
cette possibilité aussi.

Considérons deux propositions distinctes b,
ced ,b#c,b = {8} 4 1 °-*= {Yj} je Considérons

encore toutes les questions-produits g Iy, € b’Y e ¢c. D'apres
la définition DPlZ’ la classe d'équivalence de g Nydéfinit 1la
proposition b /\c. Nous affirmons maintenant que le complément
compatible ne contient aucune des "négations" (g My )" des

questions g Jyad l'aide desquelles la proposition b/ ¢ peut

étre exclusivement définie.

Théoréme 3. Soit dans Z la proposition b Ac¢,
ot (byc)e £ 2, a # b, définie comme la classe d'équivalence
de toutes les questions gy, ol geb, y & c.

Alors on a : (B I[y)~¢ (b /N\e),¥p I Y.

Preuve. Par réduction a 1l'absurde. Supposons

qu'il existe au moins une paire de questions g ¢ b ety g ¢
telles que (Bly ) € (b/\c)'. Soient d et e les proposi-
tions qui contiennent g~ et y~ , respectivement :

B~ ¢ d, vy~ ¢ e. Alors
8 1y) =g~ my~ e d/\e.
Puisque (b /N\c)' = b'\/ c', on devrait donc avoir

d/\e =b'\/ ¢

ce qui entraine
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4d>b',d>c'ye>b',e>ch. . (1)

L'inégalité d > b' et 1'axiome P impliquent que le sous-
treillis engendré par{ b, d, b', d'} est distributif.
par conséquent, ’

(bANDV bt = (BN b') A (dV b') = ITA\d=4d (2)
Etant donné queg IR~ n'est jamais wcertaine", on a
pnp~eld
mais aussi
B I € b/ d
et donc b/\d = 0. Par conséquent,
| (b/Ad)V b' = 0V b' = b’ (3)
: La comparaison des (2) , (3) donne
b' = d (4)
D'une manigre analogue on peut démontrer
c!' = e (5)

En utilisant (1) , (4) , et (5) on déduit que b' = c', et
donc b = c, contrairement a 1'hypothese faite qqé b # c.
par conséquent, 1'hypothése selon laguelle il existe au moins
une paire de questions g € b, y € € telles que (B I Y)~é(b/\c).
est fausse. ‘

Le contenu du théoreme 3 peut eétre représenté

comme suit
allB € a/\b

V(a’b)é fxf L a
V¥ oI B e anli

# by, . . 1
b g ) & (a/AD)!

Les conséquences sémantiques du théor&me seront
mieux illustrées par un exemple. Considérons un gystéme mi-

croscopique S de masse non nulle*. Considérons encore deux -

¥ Ce choix est dicté par le fait que Piroﬁ, pour illustrer son
axiome, a toujours considéré un systéme classique ou alors un
systéme quantique de masse nulle, pour lequel le treillis de

propositions est fortement dégénéré, le produit de toute paire

de propositions non triviales étant nul.

I — T
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appareils A (q) et J4(P) qui peuvent étre utilisés pour
mesurer, au sens de la Théorie Quantique, l'observable

position Q et l'observable quantité de mouvement P, res-
pectivement. A 1'intérieur du qp-s, pour tout systeéme et tout
appareil capable de mesurer quelque chose sur ce systéme, il
existe des questions qui correspondent & ces mesures possibles.
Pour le systéme S et 1l'appareil A@) en particulier, il
existe & l'intérieur du qp-s des questions g , tandis que pour
S et A(P) il existe des questionsy . En outre, chaque question
définie dans qp-s une proposition. Soient donc b et c deux
propositions définies par deux questions Bo et Yo+ Puisque

h ﬁ # 0, b et c ne sont pas compatibles. Soit enfin b /\ ¢
leur conjonction, définie d'aprés la définition DP12‘ L'axiome
C affirme l'existence d'un complément compatible (b /\ c)' de
b/\ ¢ et donc, d'apres DPy, » d'une question geb /\ c telle

que o~ & (b/\ ¢c)'. Or d'aprés le théoreéme 3, (b/\¢c)' ne con-
tient aucune des "négations" (BIy )~ des questionsg I y

a4 l'aide desquelles b/\ c a été définie. En d'autres termes,
l'axiome affirme l'existence dans b /\ ¢ de questions autres

que celles de la forme @Iy .

Examinons donc quelles peuvent étre ces autres
questions, et s'il est possible d'en produire en utilisant la
syntaxe du gp-s. Le gp-s posséde seulement deux algorithmes
de construction syntaxique de questions : le produit (défini-
tion DF4) et la succession dans le temps (déf. DPZZ). Nous
avons vu que le produit nous donne par définition des ques-
tions gy appartenant a b /\ c, mais qui sont telles que
(Bny)~ ¢ (b/\e)'. En ce qui concerne la succession tem-
porelle, on peut montrer que si b et ¢ contiennent des questions

B et y idéales et de premiére espice, alors on a en effety og e
e bANcec ( {22} ,p. 72). Or on peut aussi montrer que dans
ce cas (vy 0‘3)~ & ( b/ c)', puisque b et c ont été choisies

non-compatibles (la démonstration est donnée en appendice,
voir corollaire du théorzme 4).

Récapitulons : l'axiome C affirme 1l'existence
d'un complément compatible pour toute proposition dans Z .
En particulier il affirme, d'aprés la définition DP16’ qu'il
existe une question geb/\ c telle queg~e(b/\ c)'. D'autre
part, les seules questions appartenant a3 b/\ ¢ que l'on peut
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construire syntaxiquement ont la forme gy et yog . Or, comme
nous l'avons montré, les questions opposées (3Hy)~ et
( yo 3)~ n'appartiennent jamais & (b /\c)'. L'axiome C affirme
donc subrepticement l'existence dans b/\ ¢ de questions (i.e.
expériences oui-non) que 1l'on ne peut pas construire syntaxi-
quement, ni spécifier sémantiquement.
» Nous sommes en face exactement du méme probléme
que celui que nous avons rencontré dans le systéme de Jauch.
La seule différence est qu'ici le probleme intervient a travers
l'axiome qui introduit la négation lorsqu'on applique a4 des
propositions de la forme \ec, b et c n'étant pas compatibles.
; Ainsi, dans les deux systémes, on affirme l'existence de cer-
{ taines expériences oui-non qui définiraient la conjonctionl:/\c
; (axiome AJ2 de Jauch) ou son complément (b /\ c)' (axiome C de
Piron) sans que cette affirmation se base sur une justification
empirique quelconque.
Le systeéme gp-s est donc un systéme formel dont
la prétention est d'engendrer par son interprétation, la thé-

des axiomes fondamentaux n'a déja aucune signification physi-

que. Bien sOr, cette analyse de ltaxiome C est déja concluante
en ce qui concerne la signifiance physique du gp-s. Nous com-
plétons quand méme notre étude sémantique par une bréve analyse
de l'autre axiome.

Axiome A. A notre connaissance le seul contenu
sémantique & avoir été spécifié pour cet axiome, a4 1'intérieur
du gp~-s, se trouve dans un article commun de Jauch et de Piron

{19} . Les auteurs ont pu trouver une justification de 1l'axio-
me en faisant 1'hypothe&se qu'il existe, a l1'intérieur de toute
proposition b, une question idéale et de premiére espece.

Considérons de nouveau la proposition b/ e,
ot b et ¢ sont les propositions non compatibles que nous avons
définies précédemment dans 1l'illustration du théorgéme 2, Comme
nous l'avons déja dit, les questions qui appartiennent a b/ ¢
ont la forme BIly ou yoR . Aucun exemple de question qui n'a
pas cette forme et gui appartient a b/\ c n'a jamais été trou-

vé. Mais Piron lui-méme a démontré les théorémes suivants

({22},[).72):
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(:) Si yec,pebetb #c, alors la question By

n'est jamais une mesure idéale et de premizre espéce.,
‘ La question yog est une mesure idéale et

de premidre espdce ssi les propositions b et ¢ corresondant
& B et y sont compatibles. |

Par conséquent, on ne peut pas accepter 1'hypo-
theése qu'il existe des questions idéales et de premiére espé&ce
dans toute proposition, et en particuiier pour les propositions
b/\ e pour b et c non compatibles. Et avec elle, on ne peut
pas accepter la seule justification connue de 1l'axiome A*.

3.4, Consistence syntaxigue du gp=-s.

Le formalisme du qp-s est construit sur deux
niveaux qui sont en connexion, le niveau des questions et le
niveau despropositions. La pértie du formalisme qui concerne
seulement les propositions conduit, comme dans le systéme de
Jauch, & la structure d'un treillis complet, orthocomplémenté,
faiblement modulaire et atomique. De telles structures ont
été plusieurs fois étudiées et leur consistence syntaxique est
garantie. Mais la structure globale introduite par les deux
niveaux, celui des propositions et celui des questions, est
une structure nouvelle qui inclut plus d'affirmations que
celles qui sont en usage dans la théorie des treillis. Une
telle structure formelle n'a jamais &té étudiée. En particu-
lier, sa consistence syntaxique n'est pas du todt évidente.

Il semblerait méme, qu'au contraire, la con-
sistence d'une telle structure serait surprenante, et cela
pour la raison suivante :

a fait formel de la définition DP23) alors, comme nous l'avons
déja remarqué, les seules questions que 1'on peut spécifier a
l'intérieur de b/\ c ont la forme BIly et YO8 et nous avons
démontré que @ny ) & (b/\c)', (yog ) & (b/\ec)'. D'autre
part, l'axiome C affirme qu'il existe une question g & bA ¢
telle que a~¢(b/N c)'. On est donc devant une apparente

.contradiction, qui nous porte a poser deux questions :

* Bien sOr, il y a une différence de qualité entre nos cri-

tiques de deux axiomes ; nous avons critiqué une interpréta-

tion de l'axiome A, mais dans le cas de l'axiome C nous
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a) Le systéme gqp-s est-il syntaxiquement incon-
sistant ? En d'autres termes, est-il posiible,
en utilisant ses axiomes et les relations entre
les éléments de son langage d'arriver a dé-

montrer une absurdité 7

b) Dans le cas ol le gp-s serait consistant,

serait-il possible de démontrer qu'il n'existe

pas de propositions incompatibles ?

I1 y a aussi d'autres raisons qui renforcent
l'impression que qp-s pourrait étre inconsistant, comme par
exemple la curieuse régle pour la "négation" d'une question-
produit ( % “j) T % a; qui semble contredire la loi de De
Morgan. Toutefois, malgré les apparences, la réponse aux ques-
tions (a) et (b) est négative. Nous montrerons en effet que
le systeéme gp-s est consistant, et que sa syntaxe n'exclut pas
l'existence de propositions incompatibles. En fait, la "con-
tradiction" que nous avons mise en évidence entre l'axiome
C et les deux théoremes 3 et 4, ne se situe pas au niveau de
la logique formelle ; il n'est pas logiquement exclu qu'il y
ait dans b/\ ¢ des questions autres que gIly et y 0 C'est
seulement notre expérience physique qui nous dit le contraire.

Pour démontrer la consistence d'un systeéme formel
il suffit de produire un modéle (Cf. (34,35} , théorie des
modéles). Ce concept se base sur celui de "réalisation" d'un
langage. Par définition, une réalisation du langage d'un
systeme formel consiste en la donnée d'un ensemble non vide
quelconque D, et de certaines relations et opérations sur D,
qui sont considérées comme interprétant les symboles fonction—
nels et les prédicats du systeme. On dit qu'une réalisation
est un modéle pour le systéme formel, si elle rend valides ses
axiomes.

Dans le cas présent, un mod&le du Qp—s consis-
terait en la donnée d'un ensemble Q muni d'une relation de

préordre et de deux opérations

o e — o~ € Q

» o €
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P(Q) étant l'ensemble des sous-ensembles de Q, qui satisfont
les conditions suivantes :

(A) (a~ ) =z g
I ~ @ g~
® JepT = e

(C) La relation de préordre définit, par passage
aux classes d'équivalence, un treillis complet et atomique 2 ,
satisfaisant & la loi de couverture.

(D),Z est muni d'une orthocomplémentation

a — a' telle que
Yaef ;3o ea : o~ € a'

et qui fait de Z un treillis faiblement modulaire.

(E) Pour toute famille d'élémeﬁts{ aj}

et pour tout choix a.eaj, on a :

J
I o €
J /J\ aje

jed

On peut maintenant établir le théoreéme suivant , dont la démons-
tration est donnée en appendice, et qui donne la réponse aux
questions (a) et (b).

Théoréme 5. Le gp-s posséde un modéle. De plus

on peut choisir ce modéle de fagon que le treillis £ défini
par la condition (C) soit non commutatif.
Il s'ensuit donc que le qp-s est formellement

consistant.

4. CONCLUSION

Nous avons fait une étude compléte du systeme
de Piron, des points de vue syntaxique et sémantique. Nous
avons démontré la consistence syntaxique du syst&me. Mais
d'autre part, nous avons aussi démontré & l'aide des théo-
rémes 1-4 que 1l'aptitude de ce systéme comme base d'une théo-
rie physiqué est contestable., L'un de ses axiomes affirme
l'existence d'éléments d'un certain type pour lesquels aucune
méthode de construction n'est spécifiée a4 1l'intérieur du systeme,
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et aucune définition sémantique ne peut étre trouvée. De plus,
il a été montrévque te qu' affirme cet axiome est exacte-
ment de nature identique & 1'axiome AJ2 de Jauch.Malgré

la plus grande sophistication du systeéme de Piron, le probléeme
posé par les propositions du type b/\Ne n'a pas été résolu.

Par rapport au systéme de Jauch, la plus grande
nouveauté a été l*introduction dans le formalisme d'éléments
artificiels du type By qui ont servi a démontrer l'existence
de b/N\c. Nous avons montré que cela ne constitue pas un avan-
tage, puisque ce qui a été gagné pour la conjonction, a été
perdu pour la négation. Il constitue mé&me un inconvénient. En
effet, l'exemple qui a servi & illustrer le contenu du thé-
oréme 2 montre bien que l'introduction de BIIy conduit & des
bizarreries qui nuisent a4 la capacité descriptive du systéme
et provoquent une distorsion considérable du langage. Nous
avons vu ainsi que le fait qu'une expérience oui-non B ap-
partient a la proposition b n'implique pas que B peut mesurer
b !

11 est intéressant de remarquer que notre étude
du gp-s est faite de l'intérieur de celui-ci plutét qu'en le
comparant constamment 3 la Théorie Quantique. Nous avons seu-
lement examiné si le qp-s pourrait fournir, par interprétation,
une théorie physique quelconque, et nous avons trouvé que cela
est loin d'étre établi. D&s lors, une comparaison des résultats
concrets du qp-s & ceux de la Mécanique Quantique serait su-
perflue.

De notre analyse des systémes de Jauch et de
Piron, il découle clairement que le but de l'approche logique
i. e. la déduction du formalisme Hilbértiende la Mécanique
Quantique a partir d'un "calcul propositionnel" fondé sur des
considérations empiriques, n'est pas atteint. Reste que
1'apport de Von Neumann en ce domaine est certain : le for-
malisme Hilbértien implique une certaine structure de l'ensem-
ble des propositions. Nous en ferons usage dans la deuxigme
partie de la these, ainsi que de 1'idée de représenter les
états par des mesures de probabilité sur l'ensemble des pro-

positions,
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APPENDICE AU CHAPITRE III

Théoreéme 4. Soient b et ¢ deux propositions dans

tfet.B € b, vy € c deux questions idéales et de premidre espéce,
Alors (y o B)~ &€ b'V(bA\e')

Preuve. Chaque act est l'union de toutes les
propositions atomiques q telles que q < a ( {18} ,p. 458).
Pour démontrer donc le théordme, il suffit de montrer que si

(y 0 B)~ € d alors pour toute proposition atomique q on a :
g<de= q<b'V(bAc), (6)

Montrons que

g <b'\/(bAc')<e<> (g\/b")/\b <c" (7)

On a édvidemment :
g <b'V (b Ae)=> @VbIAb < (' (bAHA b (8)

D'aprés 1'axiome P on a be> (b /Ne'). Donc (CFf. {22} , théore-
‘me 2.21)
(' V(bAe'"NADb=(B'Nb)V(bAc') =bAc' <c! (9)

En combinant (8) avec (9) on trouve l'implication =de (7).

_ La démonstration de l'implication &= est analogue. La relation
(7) est donc vraie, et montre que pour achever la démonstra-
tion du théoreme il suffit de montrer que

g <de= (g\/b")A\ b < ¢ (10)

pour toute proposition atomique g.

Montrons 1'implication=—= ., Soit donc q < d,
q atomique. On peut supposer, sans nuire & la généralité, que
q/\b' = 0 (si q/\b' # 0, alors q < b' puisque g est atomique
et donc (g\/b')/A b =0 <c'). Supposons que le systéme ait
été préparé de fagon que q soit "vraie" (au sens de DPlO).
Alors q < d implique que d est vraie, i.e. (y oB J est vraie.

D'autre part b' n'est pas vraie, puisque q/\ b' = 0. Puisque
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B est idéale et de premidére espeéce, on a g~ e b' ( {22} ,
p. 71). Donc, si l'on mesure B,la réponse "oui" est possible.
Dans une telle éVentualité, les propositions b, q\/ b', ¢!
seront vraies aprés la mesure. En effet : b sera vraie car

B est de premidre espéce ; b'\/ q était vraie avant la mesure
1 (puisque q était vraie et g < gq\/ b') et donc elle restera
vraie puisque b'\/ qe«— b et B est idéale ; enfin c' sera vraie
car d'une part y~ec' ( y étant idéale et de premiére espécé,
Cf. {22} p. 71) et d'autre part la réponse a vy~ sera certaine-
ment "oui" (car avant la mesure g , la proposition (y o8 )"
était vraie). Donc Bq\/ b')/\ b]/\ c' sera vraie apreés la
mesure, ce qui implique [kq\/ bt)/\ b]/A\c' # 0. 0r (q\/ b*)/\ b
est atomique ( {19} ,p. 848). Donc (q \/b')/\ b <c¢', ce qui
montre l'implication = dans la relation (10).

Montrons enfin l'implication &= . Soit
(a\ b')/\ b < ¢c'. I1 faut montrer que si q est vraie, alors
(y o B)~ est vraie (c.d d. la réponse 3 yop est certainement
"non"). Supposons donc que q est vraie et que l'on mesure YOB .
Si la réponse a B est non, alors c'est aussi ie cas pour yof .
Si la réponse & g est oui, alors aprés la mesure de g ,
(q\/ b')/\ b est vraie (méme démonstration que celle du para-
graphe précédent) et donc c' est vraie. Il s'ensuit que la
réponse & y est "non". Par conséquent on aura pour ( yog )"
"non" dans tous les cas, ce qui ach&ve la démonstration de la
relation (10) et du théoreme.

Corollaire 1, Soient b,c deux propositions non

compatibles, et B ¢ b, Yy € ¢ deux guestions idéales et de

premiére espéce, Alors on a toujours (yoB )~ ¢(b/\ clt.
Preuve. D'aprés le théoreme 4 on a (yog)~ eb'"\/(bAc').’

0r b*\/ (b Ac') = (b/A\¢e)' ssi b et c sont compatibles ( {22}
théoreme 2.19).

Théoreéme 5. Le gp~s posséde un modéle, En par-

ticulier, il posséde un modéle dans lequel;{ est isomorphe a

lt'ensemble des sous-espaces fermés d'un espace de Hilbert,

Preuve. Soit H un espace Hilbértien séparable
et soit L l'ensemble de ses sous-espaces fermés. Il est bien
connu (Cf., chapitre II) que L est un treillis complet, ortho-
complémenté, atomique, faiblement modulaire et satisfaisant 2
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la loi de couﬁerture. Nous noterons la relation d'ordre dans
L par C , l'orthocomplémentation par une prime, et nous
utiliseronsf)pour le plus grand minorant. Soit § 1l'ensemble
des sous-ensembles de L,

Q P(L) (11

Pour toute ye Q nous définissons A(y) € L par la relation

AC vy) 2 = g;; X (12)8

Nous définissons encore une relation de préordre sur Q :
Yy <8 A(Yy ) [CA(S§) (13)§

. . ~ . -

et deux applications a — a~et{ aJ.} jed _— ‘lj[m;|

s = {x' ¢+ x g o} | (14)%

Tea= Yo (15)f
otl_Jest l'union ensembliste. Les définitions (11) et (13),
(14), (15) forment une réalisation de la théorie. Nous allons
maintenant démontrer que cette réalisation est un modele, i.e.
que les conditions (A) —» (E) sont remplies (section III.3.4).

a) La condition (A) est une conséquence immédiate
de (14).

b) La condition (B) peut 8tre démontrée facile-
ment

(I )" (f_.__"-:) {x' : xel a,} 48 {xf:ie Uo.}
J J J Jj

Sj{x .xeaj} Sjaj gaj

c) Afin de démontrer la condition (C), nous

procédons comme suit : tout d'abord, la relation < est réfle-
xive et transitive, donc une relation de préordre. Par
conséquent, la relation =~ définie sur Q par

Y28y < 6§ et § < vy (16}

est une relation d'équivalence. Soit;ﬁ l'ensemble des classes




d'équivalence d'éléments de @ et € la relation d'ordre sur
L définie par

ag be (a < B Vaéa,VBeb) (17)

Les relations (12), (13) et (16) montrent que y=§ ssi A(y ) =
A( §). En d'autres termes, A(y ) = A(8 ) ssi y et § appartien-
nent a4 la méme classe a., On peut donc définir

Vael : A(a) : = A(a) , o e a (18)
. . . A s .
Lt'application Z —2> L est biunivoque :

AGa) = A(b) 28 A( o) = A(B ), Yo < a, VB & b ==

— a=~ B = a = b,

En outre, si xel, alors {x} &« Q et nous aQons en vertue de
la relation(12),

A ( {x} ) = x.

Si a est la classe d'équivalence qui contient {x} , alors
A(a) A ({x }) = x. Donc

VMx el, Jace £ : A(a) = x
i.e. A est aussi surjective. Enfin, la relation (17) implique
A(a) C A(b) = A(a) CA(B) Yaeca,fBeb=sa < B = ach

ij.e. 1'application A est une bijection qui conserve la relation
d'ordre entre Z et L (un isomorphisme). Puisque L est un

treillis complet, atomique et obéissant a la loi de cou&erture,
/2 posséde aussi cette structure. De plus , nous pouvons défi-

nir une orthocomplémentation sur;{ par la relation
Vae,{: a': = a-l [ (A(a 1y . (19)

On peut facilement vérifier que;( devient ainsi orthocomplémen-
té et faiblement modulaire. La condition (C) est donc satis-
faite.

d) Pour démontrer la condition (D) il suffit de

montrer que
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‘,Vae:f',:-]ae a i a° & -a

Notons d'abord_que pour tout a ¢ zf sy les relations suivantes
sont valables :

aa) &2 a[a"l (aan] = [A¢a))’ (20)

Ala) € L =5 {A(a)} e 0 SS=3 AC {ACa)} ) = A(a) =

= (A(a)} € a (21) |
a1 22 paceny LY (agan)y (22)

Puieque (21) est vraie pour¥ae £, on a

{Ala")} ¢ a (23) f
et les relations (22) et (23) impliquent

{A(a)}” e a (24) ,

Enfin, (21) et (24) montrent que pour tout a e¢£ il existe au
moins un o € Q, 2a savoir a = { A(a)} , tel quea~ ¢ a' : la
condition (D) est satisfaite.
e) En ce qui concerne la condition (E), pour
toute famille {a;} ; _ ; d'éléments de Z et tout aj; € aj on
~trouve, puisque A est un isomorphisme :

A(/\ a,) = M A(a,) (25) |

3 J J J : |

et v |
‘ L (15) l
AT o) S22 A = [ 1 x=M1 M x = (26)
J a‘] v a'] xe\‘]/aj J xeaj

('? A(aJ) = r?A(aj).

Les deux égalités (25) et (26) donnent

AC/\a)=A(T a)
J ]
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et donc a5 € /\ aj y Ce qui montre que (E) est satisfai-
J J '

te, et aché\}e la démonstration. .




DEUXIEME PARTIE

CONTRIBUTIONS A L'ETUDE DU PROBLEME DE L'INFERENCE
STATISTIQUE EN PHYSIQUE CLASSIQUE ET EN MEQUANIQUE
QUANTIQUE.
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INTRODUCTION

Dans cette deuxidme partie nous présentons cer-
tains travaux portant sur le problame de 1'inférence statistique,
en théorie classique des probabilités et en mécanique quantique.
Nous commen¢0ns donc par un bref exposé du probléme,

Selon la formalisation de la théorie des pro-
babilités introduite par Kolmogorov, & chaque expérience aléatoire
correspond un "espace de probabilité" [S:,B,p], ol S est l'ensemble
de tous les événements élémentaires,Best une o-algeébre de sous-
ensembles de S et p une mesure de probabilité sur B telle que
p(S) = 1. Le contenu physique de la mesure p(A) pour A< B est
donné par l'interprétation fréquentielle* : Si n(A) est le nom-
bre de fois qu'apparait un évenement élémentaire dans A lors de
N répétitions de l'expérience, alors p(A) est la limite de la
fréquence relative n(A) lorsque N s'accroit vers 1'infini.

La mesure p qui donne les limites des fréquences
relatives des divers événements n'est pas toujoufs.connue. Plus
souvent, on posséde sur l'expérience aléatoire quelques infor-
mations partielles, qui ne sont pas suffisantes pour fixer p.

Dans ce cas, on essaie d'utiliser l'information disponible pour
déterminer une mesure de probabilité p' qui est censée représenter
"le mieux" cette information., La mesure p' est décrite aussi comme
la "plus probable" parmi toutes les mesures de probabilité pos-
sibles, ou celle qui "minimise le risque d'erreur". La recherche
de cette mesure p' constitue 1l'objet du probléme de 1l'inférence
statistique.

* Cette interprétation rencontre plusieurs obstacles, mathéma-
tiques et conceptuels {52}. Cependant, nous ne nous interesserons

pas a ces questions ici.
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Ce probleéme se rencontre sous divers aspects
dans plusieurs branches de la physique. Ainsi, en Mécanique
Statistique Classique, dans laquelle 1'état d'un systéme est
représenté par une mesure de probabilité sur l'espace des
phases, le probléme de l'inférence statistique consiste & esti-
mer l'état sur la base de 1'information disponible. Le méme
probléme se pose en mécanique quantique, dans laquelle 1'état
peut étre représenté, via le théoréme de Gleason {32,53} par
une mesure de probabilité sur l'ensemble de sous-espaces fermés
d'un espace de Hilbert.,

Les méthodes proposées pour la solution du pro-
bleéme de l'inférence statistique varient en fonction de la nature
de 1'information disponible. Elles se fondent en général sur des
principes, plus ou moins justifiés intuitivement : principes de
Bayes, de Jaynes, de Kullback, principe de maximum de vraisem-
blance, de moindres carrés {54,55} etc., Parmi tous ces prin-
cipes, les plus appropriés pour les besoins de la Mécanique
Statistique Classique sont ceux de Jaynes et de Kullback. Pour
la Mécanique Quantique, le probleéme reste encore ouvert. (Nous
en parlerons plus en détail au chapitre V),

Dans cette deuxi®me partie de la these, nous
apportons principalement deux contributions & 1'étude du probleg-
me de l'inférence statistique*:

a) Dans le chapitre suivant, nous élucidons, 2
l'aide de certains théorémes que nous établissons, la significa-
tion des principes de Jaynes et de Kullback. Nous démontrons que
le prinéipe de Jaynes est une conséquence du principe bien connu
d'équiprobabilités de Laplace {4 }.

b) Dans le chapitre V, nous abordons le proble-
me de l'inférence statistique en Mécanique Quantique. Nous défi-
nissons pour cela une distance entre les états. Ce concept est
ensuite utilisé pour résoudre l'analogue quantique du probleme
étudié par Kullback dans le cas classique. En particulier, notre
méthode conduit & la déduction, dans un cadre précis, de la pro-
position connue sous la dénomination de "postulat de projection"
{3}

* Il s'agit de travaux distincts, qui sont en cours de publica-

tion, et dont le premier concerne la version classique du

probléme, et le second sa version quantique.




- 43 -

Enfin, la.thése est complétée par deux annexes
mathématiques qui concernent les mélanges d'états non ortho-
gonaux et la "distance" de V. Cantoni. Ces annexes se trouvent
en relation avec le contenu du chapitre V, mais elles consi-
tuent aussi des contributions originales qui apportent la
solution & deux problémes précis {6.,71}.
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CHAPITRE 1V

LE PRINCIPE D'ENTROPIE INFORMATIONNELLE MAXIMALE COMME

JNE CONSEQUENCE DU PRINCIPE DE LAPLACE.

I. LE PRINCIPE DE JAYNES EN WECANIQUE CLASSIQUF.

Depuis sa proposition en 1957 par Jaynes le principe
d'entropie maximale (PEM) a été un sujet de controverses. Un
rapport exhaustif du "débat" entre les défenseurs(les plus nom-
breux)et les adversaires du PEM a été donné par Cyranski. {56}.
Dans le chapitre présent nous prenons place parmi les défenseurs
élucide la signification du PEM.

Comme nous l'avons déja dit, ce principe permet de
déterminer une distribution de probabilité "subjective" sur la
base d'une information insuffisante. Il affirme que la distri-
bution de probabilité qui représente le mieux notre connaissance
est celle qui maximise 1l'entropie en tenant compte de 1'infor-
mation disponible (probl&me du maximum sous contrainte). L'ob-
jection la plus courante de ses adversaires est basée sur 1'appli-
cation du PEM & des situations délicates, ce qui conduit
parfois & des résultats qui semblent paradoxaux. Des réponses 2
de telles objections {57} existent {56}, mais nous ne nous en

préoccuperons pas: car nous nous interesserons exclusivement

au cas simple auquel le PEM est appliqué le plus souvent, i.e.
lorsque 1'information disponible consiste en la donnée des
valeurs moyennes de certaines variables aléatoires.

Le probléme peut étre formulé explicitement ainsi:
Soit Q:{el,..,ek} un ensemble fini d'événements élémentaires

qui s'excluent mutuellement. Les e peuvent étre, par exemple,

les résultats possibles d'une expérience. Supposons que
l'apparition des e; soit régie par une loi de probabilité u
inconnue, et que nous ne connaissions que les valeurs moyennes

fg de certaines variables aléatoires fﬂ(ei)le,“.m définies sur




- 45 -

En général, la connaissance des f£ ne fixe pas la probabilité
u(ei)z u;p car il peut y avoir une infinité de mesures de proba-

bilités différentes p(ei)zpi donnant les mémes valeurs moyennes

aux fl(ei) , de fagon & avoir
Py fl(ei) = fZ’ £z1,2,...m. (1)
i

Des situations de ce genre se rencontrent souvent en
Mécanique Statistique, ol on peut connaitre la valeur moyenne de
l'énergie sans connaitre la distribution de probabilité sur
l'espace des phases.

Puisque la probabilité véritable u ne peut pas é&tre
déterminée sur la base de notre connaissance des %z,Jaynes a posé
le probléme de définir un choix, parmi toutes les mesures de
probabilité satisfaisant & (1), choix posé comme représentant
"le mieux" l'information disponible, en ce sens qu'il évite au
maximum de favoriser un événement ey plutét qu'un autre.

Un cas spécial de ce probleme se rencontre souvent
dans la pratique. On ne connait que l'ensemble des résultats
possibles e, de l'expérience. Of attribue alors souvent a tous les
e, des probabilités égales P Ce choix est suggéré fortement
par l'intuition, puisque tout autre attitude favoriserait certains
événements, sans que cela soit dicté par 1'information disponible.
Laplace a élevé ce choix au rang d'un postulat qui porte son nom.

Pour le cas général dans lequel 1l'information dispo-~
nible est donnée par la relation (1), Jaynes a proposé le PEM
comme une généralisation du principe de Laplace: la mesure de
probabilité qui représente le mieux cette information est, selon
le PEM, celle qui maximise l'entropie informationnelle de
Shannom{pﬂngpi sous les contraintes (1). Jaynes a avancé cer-
tains arguments afin de justifier ce choix {58 - 61} . Malheu-
reusement ces arguments ont tous un caractére qualitatif et n'ont

pas convaincu certains physiciens. Dans ce qui suit nous proposons

un argument nouveau et quantitatif en faveur du PEM. Nous montrerons

que si on accepte le principe de Laplace, alors le PEM en découle
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comme un cas particulier plut6t qu'une généralisation. Nous
commengons la discussion sur un niveau heuristique qui fera

transparaitre plus facilement l'argument physique.

2, CONSIDERATIONS HEURISTIQUES.

Supposons que 1l'on répéte l'expérience n fois. Le

N
AR JNEQ ’
(j =1,2,...k). Puisque nous savons seulement que les valeurs

résultat de cette opération sera une suite e. e....e

moyennes des ft(ei) sont FZ » nNous ignorons quelle séquence sera
effectivement réalisée, et avec quelles fréquences relatives
pour les éveénements élementaires e; - Nous savons seulement que

si N est suffisament grand, nous aurons presque sOrement:

n, . ,
VY 2=1,2,...m: —N-l fz(ei) ) (2)

M x

i=1
et que 1'approximation = peut devenir aussi bonne que 1'on
désire en augmentant N.

Soit S 1l'ensemble de toutes les suites dans QN qui
satisfont & (2). Puisque notre seule information est gue la suite
qui sera effectivement réalisée appartiendra presque sQrement
4 S, le choix de la loi de probabilité p; s'affirme de fagon
simple: selon le principe de Laplace on devrait choisir,
si possible, une P qui attribue la méme probabilité a tous les
éléments de S. On peut maintenant démontrer qu'une telle loi de
probabilité existe, qu'elle est unique et qu'elle maximise
l'entropie sous les contraintes (1). C'est 12 notre justifica-
tion du PEM.

Il est en effet facile de voir que si P; Mmaximise
l'entropie sous les contraintes (1), alors les probabilités de
tous les éléments de S sont les mémes. En ce cas, comme il est
bien connu, il doit y avoir des constantes X,Yz(multiplicateurs

de Lagrange) telles que:

JL(‘ZPiIOQPi)+XJL(ZPi)+ zY2 3 (;pifz(ei)) =0
ap; 1 ap; 1 £ ap; i

ce qui implique:

logpi=—1+X+2 Y

f (e.) (3).
g A1

L
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Les constantes X et YZ peuvent étre déterminées 2
partir des contraintes Epizl et (1). Maintenant, tout élément
C = €5, ejz°"'ejN de S a la probabilité p(C) = gpinl y ob ny
est le nombre d'apparitions de e, dans C. Si 1l'on prend un C € §,
alors les fréquences relatives nj obéissent a (2), et nous

aurons en vertu de la relation {%):

_QQNE(L)_—_- $Mlogp, = -1+X+z Y
iN L

On constate donc effectivement que les probabilités

e fe

p(C) des éléments de S ne dépendent pas des MNi (elles dépendent
uniquement des %2 et N) et elles sont donc toJ%es (presque) égales.
Il est possible de démontrer aussi la réciproque de cette propo-
sition. Si p{(C) (ou ;gg&ﬁiﬁ ) est indépendant des ﬁi pour tout
CeS et pour N suffisament grand, alors la probabilité pi maximise
l'entropie. Nous donnons la démonstration de cette affirmation
dans la section qui suit, ol notre étude est reprise de fagon

rigoureuse.

3. DEVELOPPEMENT RIGOUREUX.

Traduisons dans le language habituel des epsilon-
delta tout ce qui vient d'étre dit dans la section précédente.
Ainsi, par exemple, la relation (2) devrait &tre une affirmation
du type|§ %% fole;) - ;zl < 6 pour un § positif donné.

De méme 1l'ensemble S que nous avons introduit devrait dépendre

de N et de §. Définissons donc, pour tout NeN et §>0, l'ensemble

N _ R
Sn,s = {Cen ’|§£‘N1 fple;) - fpl<s, V) (4)

ou, comme d'habitude, n, représente le nombre de fois que e,

apparait dans C. Comme il est bien connu, une distribution de

probabilité p sur  satisfait (1) si et seulement si

)—— 1 (5)

¥é&> 0: p(S ——

N,§
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Nous voulons choisir la plus impartiale (unbiased)
des lois de probabilité satisfaisant la relation (1) (ou, de
fagon équivalente, la relation (5)). Nous répétons maintenant
l'argument de la section précédente. Puisque presque toutes les
suites C qui peuvent effectivement se réaliser appartiennent a
SN,G’ et que cela est tout ce que nous savons, nous devrions
choisir, selon le principe de Laplace, une loi de probabilité p

qui assigne approximativement les mémes probabilités a tous les

éléments de SN,G .

aussi bonne que l'on veut si 1'on prend § suffisamment petit et

De plus, cette approximation devrait étre

N suffisamment grand. La traduction exacte de cette affirmation

dans le lanquage formel est la suivante:

¥ e>0,38>0 etiN eN tels que:

log p(C) log p(C')

Nous utilisons 2109 P(C) 3 14 place de p(C) pour

deux raisons. La premigre est que nous sommes quidés par

VN> No,\fc,c'es e (6)

1'approche heuristique qui a précédé. La seconde est que la
comparaison des p(C) serait inutile. En effet, il est évident que

p(C) tend vers zéro uniformément quand N s'accroit, pour tout

Ce S et pour toute loi de probabilité p. . Par conséquent,
N’G 1

|p(C)-p(C")]|< € serait satisfaite indépendamment du choix

des Pj-

La condition (6) est une affirmation mathématique
plutét compliquée qui posseéde une interprétation simple. Inver-
sement, le PEM est une affirmation mathématique simple dont
l'interprétation physique exacte est inconnue. Si nous arrivons
4 établir 1'équivalence de la condition (6) et du PEM, nous
aurons montré que la "maximalisation de l'entropie" est une fagon
mathématiquement simple pour dire "assignation de probabilités
(presque) égales A toutes les suites qui ont des chances

d'apparaitre".
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L'équivalence de (6) et du PEM sera établie par
le théoréme suivant. Mais faisons d'abord une convention:
si notre information (1) implique que certaines des probabilités
des ei sont nécessairement nulles, nous excluerons ces éveénements
de l'espace @ , puisqu'ils ne peuvent pas étre réalisés. C'est
pourquoi nous allons faire l'hypothése que pour tout e, il
existe une mesure Qe probabilité pj(ei) = pg sur  satisfaisant
(1) et telle que pj = 0. Il s'ensuit que la mesure de probabilité
qui maximise l'entropie est partout non nulle (La démonstration
de cette proposition intuitivement évidente se trouve en appen-

dice, lemme 1). Nous avons maintenant:

Théonéme 1 Soit Q= {ef...¢p} un enéembleiﬂz(géh
L =1, 2, ...,m des variables aléatoires sur Q , et 6£dea
nombres réels. Soit encore p une mesure de probabifité suxr Q
satisgaisant

Zpi 62(2-‘:) = 82, £=1,2,...m (1)
4

et telle que p£¢0,JV£ . Alons p obéit a La condition (6) a4
et seulement AL elle maximise L'entropdie sous Les contraintes (1).

La démonstration du théoréme est donnée dans 1'appen-
dice de ce chapitre. Ce théoréme démontre ce que nous avons voulu
établir: en effet, il est bien connu {58} que la mesure de
probabilité qui maximise l'entropie existe toujours et est
unique; par conséquent, d'aprés le théoréme (1), la probabilité
qui satisfait (6) + (1) existe, elle est unique, et elle maximise
l'entropie.

On pourrait se poser la question suivante: comment
le théoreéme (1) peut-il étre compatible avec la loi des grands
nombres? Car supposons que la loi de probabilité Py qui régit
effectivement l'expérience soit celle qui maximise l'entropie
sous les contraintes (1). Alors la loi des grands nombres
affirme que la suite C qui apparaitra aprés N répétitions de

1'expérience aura, presque sOrement, des fréquences relatives%%=p
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D'autre part, le théoréeme affirme que toutes les suites possédant |
des fréquences relatives telles que E %% Fk(ei)z?z ont appro-
ximativement la méme probabilité, méme celles pour lesquelles Ni
est compleétement différent des p; - Mais alors pourquoi la v

réalisation d'une suite telle que i = Py est-elle plus probable’§

La réponse a cette question est simgae: toutes les suites qui
satisfont a § %% Q(ei) > ?l ont, en effet, la méme probabilité,
mais le nombre des suites pour lesquelles on a en plus,%%: P
est écrasant par rapport au nombre de toutes les autres suites
pour lesquelles (2) est vraie. La démonstration de ce fait est
trés simple et elle se trouve en essence dans plusieurs articles

sur le PEM (cf., par exemple, {60} page 231).

4. LE "GAIN D'INFORMATION" DE S. KULLBACK.

Quelques années apreés l'article fondamental de Jaynes, §
S. Kullback {62,63} a proposé une généralisation du PEM. Cette
généralisation concerne les cas oU/glgggivée de l1'information (1)
il existait une information préalable qui avait permis de fixer
une mesure de probabilité a priori. En termes plus précis, le
probleéme étudié par Kullback peut &tre ennoncé ainsi: soit de

nouveau Q= {el,ez,...,ek} l'ensemble de tous les résultats
d'une expérience aléatoire dont nous ignorons la loi de probabilité]
exacte. Comme nous 1l'avons dit, lorsqu'on possé&de certaines infor- |
mations sur l'expérience aléatoire, on pose sur Q une mesure de ’
probabilité qui représente "le mieux" cette information. Supposons §
donc qu'a un certain moment nos informations soient correctement
représentées par une mesure de probabilité q(ei)z q; sur Q
Cette mesure implique une certaine valeur moyenne ?k pour les

variables aléatoires fQ(ei)=

: (7)
Zq.f' (e.): ?l
=1 AT

Bien sOr, ces valeurs moyennes n'ont pas un caractére
objectif, mais représentent seulement des estimations, étant donné
que q exprime simplement un certain niveau des connaissances.

Supposons maintenant qu'une mesure nous ait permis de déterminer



expérimentalement, objectivement, les valeurs moyennes Q sans
pour autant fixer la vraie mesure de probabilité (nous rappelons
que ce cas se présente couramment, par exemple, en Mécanique
Statistique). Il y a alors deux cas possibles: Si R_fl’
les nouvelles informations nous renforcent dans notre choix de

la probabilité q; - Si, au contraire, r2¢1” pour certains indices

2 , alors on devrait choisir une autre me;Lre p(ei) = p; pour
représenter nos nouvelles connaissances. Le probléme posé par
Kullback est celui de choisir la mesure de probabilité a nosteriond
pi en fonction de la nouvelle information, représentée par la
relation (1), et de l'ancienne information, représentée par la
mesure de probabilité a wriond q, -

Le choix proposé par Kullback est le suivant: P; est
la mesure de probabilité qui, tout en satisfaisant a (1), minimise
le "gain d'information" ou "information de discrimination" &)logz%.
De nouveau, les divers arguments avancés en faveur de ces prin-
cipes ont un caractére qualitatif et ne sont pas concluants.

Par une méthode similaire & celle que nous avons
utilisée pour examiner le principe d'entropie maximale, nous
allons maintenant élucider les conséquences du choix de Kullback.
Il nous semble que cette élucidation apporte en méme temps un

argument suffisamment fort en faveur de ce choix.

Considérons de nouveau l'ensemble ,SC:QN de toutes
i N nj ~ f '
les suites (e telles que E ~ Q}ei) Q, . L'une de nos

deux données, 3 savoir l1'information (1), implique que la nouvelle
mesure de probabilité p sur Q sera telle que p(S)=~ 1, si N est
assez grand. Cela signifie que les suites C qui pourraient effec-
tivement se réaliser appartiennent presque sGrement a S. Avec

cette affirmation nous avons entieérement utilisé 1la donnée

exprimée par la relation (1) car, comme nous 1'avons remarqué,
(1) est équivalente a (5).

Considérons maintenant la deuxigme donnée, i.e. la
connaissance de la probabilité a priori q. Comme p(S)= 1, p s'an-
nule pratiquement hors de S. En outre, on voudrait respecter
au maximum l'information préalable exprimée par q, et donc de

modeler p en conséquence a l'intérieur de S. Cela serait réalisé
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8'il était possible de trouver une loi de probabilité P;= p(ei )
parmi toutes celles qui satisfont a (1), telle que 1l'on ait sur S:

' ) (c) __ gfc)
¥c,C'eS : pc,)——g-(—é—,-) (8)

Le choix indiqué par la relation (8) peut se justifier
ainsi: en l'absence de toute information préalable, i. e. s'il n'y
avait pas de probabilité a priori, on serait tout a fait dans
le cas étudié par Jaynes. Le meilleur choix est alors celui qui
satisfait p(C) = p(C') pour tout C,C'&S, car ce choix évite de
favoriser un élément de S par rapport & un autre. Mais lorsqu'il
existe une information préalable qui nous dit que la probabilité
a priori de C est, par exemple, le double de la probabilité de
C', le meilleur choix pour la probabilité a posteriori est celui
qui conserve ce rapport, si ce choix est possible. Une repré-
sentation tras schématique de ce choix est donnée par la

figure 4.

q

/
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Figure 4.
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Nous allons maintenant démontrer que ce choix est
possible, qu'il est unique et que la loi de probabilité p qui
en résulte minimise le gain d'information de Kullback. Mais faisons
encore deux remarques avant d'énoncer le théoreéme: la compa-
raison des rapports se fera & travers la fonction lﬁg, comme dans le
cas de Jaynes. En plus, nous excluerons igi aussi les éveénements
élémentaires e; ¢ Q qui ont une probabilité certainement nulle
d'apres 1l'information (1). Ainsi, soit Q'l'ensemble de tous
les éléments e. 1EQ tels qu'il existe une mesure de probabilité

pl sur 0 satlsfalsant 3 (1) et telle que p (e )# 0. Nous avons:

Théonéme 2 Soit Q= { ¢, 2y ek} un ensembfe, § Z(e J=1,..ml
des fonctions sur Q et 5 des nombres néels. Sout encore q une mesure de
probabilité sur o telle que q # 0 NV g Soit enfin Q' 4L'ensemble

dégini plus haut et S NS £'ensemble

NG
o0 NEN et s >0. Alons il existe une et une seule mesure de probabilite
p sut Q, satisfaisant @ (1) et a La condition:

- cea' M |z N‘ fole;)- 6£| < 8§} (9)

Ve >0 ,38 >0 et IN € N tebs que: NN,

(c) (cr)
Yecesy o ‘209(') B Z"gc')l < € (10)

et o'est exactement La mesure de probabilite qud mindmise Le "gain d'4ingor-
mation" z P togz_&__ sous La contrainte (1).

Preuve. C' est un fait connu {62,63} qu'il existe
toujours une et une seule mesure de probabilité p qui minimise
le gain d'information sous les contraintes (l1). Pour démontrer
donc le théoreme, il suffit de démontrer que la minimisation
du gain d'information est équivalente a (1) + ( 10). La démons-
tration est identique a celle du théoreéme (1) (il suffit de
remplacer partout @ par Q', p (C) par %%%% et p, par %;_) et

i
donc nous l'omettons.

5. COMMENTAIRES.

Notre but était de démontrer que le PEM est une
conséquence du principe de Laplace. Afin d'y parvenir, nous sommes

passés de l'espace Q & l'espace @ N et de 1a au sous-ensemble
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S ¢ QN défini dans la section 2. La raison en est évidente: on
ne peut appliquer le principe de Laplace sur puisque 1'infor-
mation disponible contient plus que la seule connaissance de
l'ensemble des résultats possibles. D'autre part, toute 1'infor-
mation disponible peut é&tre exprimée par le fait que, presque
s@rement, C&S, et par conséquent le principe de Laplace est
applicable a2 S. Nous avons atteint notre but en démontrant que
cela implique le PEM.

Le théoréme de la section 4 donne aussi un sens précis
@ 1'affirmation selon laquelle la distribution de probabilité qui
rend l'entropie maximale est plus "étalée" que toutes les autres

{60} . En fait, cette distribution est uniforme sur S.

Il est bien sOr légitime de désirer une élucidation
encore plus profonde des racines conceptuelles du PEM. De toute
maniére, notre résultat montre qu'il suffit pour cela de concentrer |
son attention sur le principe de Laplace, qui est conceptuel-
lement et mathématiquement beaucoup plus simple.

L'élucidation des principes de Jaynes et de Kullback
peut se faire aussi par d'autres biais. Une approche prometteuse
est celle qui utilise le nouveau concept d'opacité d'une statis-
tique face a une loi de probabilité, mis au point par M. Mugur-
Schdchter {64, 65} . |
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APPENDICE AU CHAPITRE 1V

Lemme 1 Soit @ , f{, (e ) et gzcomme dans £'ennoncé du
théonéme 1V.1. Supposons que pour tout e. 4L existe une mesure de probabilité
pj le ) = pj sun Q satisfaisant (1) et#tzlle que pj # 0. Soit enfin p La
mQAu/LQ de paobabwe qud maximise L'entropie Aous Zu contraintes (1).
Ators p,=t 0, V<.

Preuve. Soit q la mesure de probabilité définie par
q = Z-EJ . On voit immédiatement que q(ei ) = q;# 0 Vi, et
que q satisfait (1).

Considérons maintenant pour chaque a e€[0,1] 1la
mesure de probabilité p(a) = ap + (1 - a)g. Son entropie est

donnée pour chaque a par la fonction:

g(a)=- E (api + (l—a)qi) log(api + (l—a)qi)

I1 est facile de voir que p(a) satisfait (1) et donc,par la
définition de la mesure p, la fonction g(a) a un maximum

absolu pour a=1. Si 1'on avait pi=0 pour certains i, alors on
aurait aussi, comme le montre un calcul élementaire, g'(a);:;iam
et donc g(1) ne pourrait étre un maximum. Le l&mme est donc
démontré.

Démonstration du théoréme 1

a) Supposons que p. maximise l'entropie. Alors, comme
i 1

nous le savons déja, il existe des constantes X’Y£ telles que
(3) soit vraie. Pour &> 0 et NeN fixés, soit C & SN 5 Alors:
s
log E(C) _ I nj _ ”_1
N =N log p;= 1+X+ i YZ( f N f(ei‘))
et par conséquent, pour tout C,C'€ S on a:
logp(C) _ logp(C ) i ng
N _IEY (z f‘z(ei)- f N Fz(ei))l
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n. - n' .
1 - 1 .
<9>:‘ AMRY I N F (es) Fl*l 3« f‘l(ei)—fl )| <

<2§ ¢ |Y
2 1Yl

Nous en déduisons 1la condition (6), si pour tout
€>0 nous choisissons § =¢ /(2 Z|Y2|)-

b) Supposons que Py satisfasse (6) et (1). Nous posons
?Ozl,et nous définissons dans Rk les vecteurs suivants:

> >
fos(1,1,...1), Flz(fm(el),...fl(ek»,'a=(logpl,...logpk) (13).
k fois:

Soient T et T' deux vecteurs quelconques de RK tels que:
> > > N
r'f.R' =r'.f.9’= fz,V'Q:O,l,Z,..-m,

; 14
Ty >0 , r3.>0g71=1,2,...k. (14)

Nous allons prouver que ;-E =}'-E . Pour cela, nous procédons
comme suit. Pour tout e> 0, soient §> 0 et N0 tels que (6)
soit vraie. Nous pouvons prendre 8<e . Définissons

'z 6/mEx % Ifz(ei)l . Puisque l'ensemble des rationnels est
dense dans R, on peut trouver des entiers non négatifs ni’nﬁ
et un entier N >N0 tels que:

n. '
Viz=1,...k :I—Nl —ri|<6',|-N—-l—r'i|<<S', En, =In'; =N (15)
Soient maintenant dans QN deux suites C, C' dans

lesquelles les ey apparaissent respectivement n, et ”3_ fois.

Alors:
| £ %i £, (e.)-f,]| = |z i f, (e;)- Zr.f (e.)] <
i N AR RO ) 7 Nt { ieTit ®
< f lri— %%||Q’(ei)| <$
et done C, C' €& S . Le choix du § implique que:

N,$

nj n'i
| }W logp;- I logpy| <e

(16)




On a maintenant:

£ g - r'-q| =| rr;logp;- 3 r'.log P;l<
i i

nji nj nj
< |z r;logp, -z  logpy|l + |z -y logp; - 1 logp,l +

n'y \ ni
+|z2 - logp; - zr'; logp; |¢z |5 -ry| [logpyl +

ni ny i,
+|2 5 logp, - sy logp; | +z| - il [logpyl<
z :
< 28' z|logp; [+ec< e(1+21Llog Pi | )

max §|f2(ei)|

On en déduit que pour tout > 0 on a |f°ﬁ-f"ﬁ|<e,

.. . <> > Ty .2
ce qui implique T-°q =T -°q . Nous avons donc démontré que:

(. q = f',?l= ?myﬁ, et r,>0, f;>0 )= §-T =§-T"

Définissons maintenant les ensembles:

A= {FeRr¥ : ?-T‘L:o, 2=0,1,...m }
> > +>
B= [fo,fl,...Fm ] (sous-espace engendré par les ?1)
11 est évident que A est le complément orthogonal de
B, i. e. A = B et donc B = A* . Nous allons maintenant montrer

que pour tout TeA ona T:§4=0. si T =0, cela est évident.
5i I 0, considérons le vecteur P= (py s+-+sPg ) et définissons
pour tout beR: T(b) = B +bT . Puisque ri(O) =p; > o,
on peut trouver b %0 tel que ri(b) >0. Alors ;: (;(b)_E)/b.

-~

Comme nous avons évidemment ?(b)- ?2 = B- ? = f nous

RN L L N
déduisons de (17) que r-q = 0. Cela est vrai pour tout reA,
et donc EeEB . Par conséquent, il existe des constantes
m
g L =0, 1,...,m, telles que E = ng a ?Q ou, de facgon

équivalente:

Vi: logp; = a  +

"H ™3

azfg(ei)

=1




- 78 -

Cette relation est équivalente a la relation (3),
via une identification évidente des termes. Il s'ensuit que
p; maximise l'entropie sous les contraintes (1).




- 79 -

CHAPITRE V

L'INFERENCE STATISTIQUE EN THEORIE QUANTIQUE ET LA

DISTANCE ENTRE LES ETATS.

1. INTRODUCTION.

Nous avons vu que dans le cas classique, le probléme

de .l1'inférence . statistique consiste & spécifier une loi de
probabilité qui représente le mieux l'information disponible sur
une expérience aléatoire. Dans le cadre de la Théorie Quantique,
le méme probléme consiste & spécifier un descripteur d'état qui
"représente le mieux nos connaissances" sur un syst&me physique
donné (nous aurons plus tard l'occasion de préciser notre

langage sur ce point).

Il s'agit la d'un probleme crucial. En effet, si le
formalisme quantique permet de calculer des prédictions statis-
tiques lorsque 1l'état est connu, il ne donne gugre d'indications
concernant la détermination de cet &tat. D'autre part, sauf dans
des cas idéalisés (mesure de premiere espéce d'un ensemble
complet d'observables qui commutent), 1'information disponible
est en général insuffisante pour fixer de fagon unique ce
descripteur d'état.

Le probléme de 1 'inférence statistique est beau-
coup plus difficile dans le cas quantique que dans sa version
classique, et cela pour plusieurs raisons. Tout d'abord, comme
nous l'avons déja dit, la théorie quantique traite avec plusieurs
espaces de probabilité & la fois, un pour chaque observable {66,67}.
Ensuite, le formalisme quantique est complexe du point de vue
formel, ce qui crée des difficultés purement mathématiques.

Enfin et surtout, 1l'interprétation du formalisme pose des
questions délicates et pas encore résolues. C'est pourquoi tout
probléme qui concerne les fondements méme de la théorie, comme

le probléme de 1'inférence statistique, doit &tre traité avec

une grande attention. Il est bien connu en effet que 1l'intuition
physique doit étre utilisée avec discernement, faute de quoi

elle trahit souvent le chercheur en conduisant 23 des paradoxes*

* Dans la référence {68} , nous avons mis en évidence la clé d'un

de ces paradoxes, produit par F. Selleri dans {69, 70}
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Comme nous 1l'avons fait dans le chapitre précédent
pour la version classique du problémepn peut distinguer deux cas
différents dans la théorie quantique suivant la nature de 1'infor-
mation disponible. Lorsque l'information consiste en la donnée
de valeurs moyennes de certaines observables, on traite le
probleéme par une méthode qui transpose celle définie par Jaynes
pour le cas classique. Lorsque 1'information consiste en la
donnée des valeurs moyennes et d'un "état a priond " le probléme
est analogue & celui de Kullback. C'est ce dernier cas qui nous
intéressera dans ce chapitre. Au lieu du "gain d'information"
de Kullback nous définirons un concept de distance entre les
états quantiques, que nous utiliserons d'une maniére équivalente.

Ce chapitre comprend deux sections principales.

Dans la section 2 nous introduirons le concept qui sera 1'instru-
ment de notre étude du probl2me de 1'inférence statistique, 2a
savoir la distance entre deux états quantiques, et nous trou-
verons son expression dans l'espace d'Hilbert. Ensuite, dans la
section 3 nous utiliserons la distance dans deux cas d'inférence
statistique. L'un de nos résultats sera la déduction de ce qu'on
appelle "postulat de projection" dans un cadre qui sera précissé.

Le chapitre est complété par deux annexes mathéma-
tiques se trouvant 2 la fin de la thése dont chacune contient la
solution d'un probléme précis. Dans la premigre nous donnons une
caractérisation simple des mélanges d'états nan orthogonaux qui
nous sera utile dans la partie mathématique de ce chapitre. Dans

la deuxigme, nous étudions la distance proposée par V. Cantoni.




2. LA DISTANCE ENTRE DEUX ETATS D'UN SYSTEME.

o o L o e e 4 - = - - ——— - - - -

Nous allons tout d'abord spécifier certaines condi-
tions auxquelles une distance appropriée devrait obéir. D'un point
de vue mathématique, la distance d(pl,pz) entre deux états doit
posséder les propriétés suivantes:

a) dlpys py) » 0, d(py, p,) = d(py, py)

b) dcpl, p,) = 0= Py = Py
Il serait aussi souhaitable que la distance satisfasse & 1'iné-
galité triangulaire:

c) d(pl, p3) < d(pl’pz) + d(p?_, p3)

i.e. qu'elle soit une métrique. I1 faut toutefois noter qu'il
existe des 'distances" comme 1'information de discrimination de
Kullback qui ne sont pas des métriques (cf. section IV.4 et {71}

Plusieurs distances différenteé, satisfaisant &
toutes les conditions (a), (b) et (c) ont été définies jusqu'a
ce jour {72 - 79} . Parmi toutes ces distances, il y en a deux
seulement dont la définition a été fondée sur des arguments
physiques, & savoir: la distance dG(pl’pZ) de S. Gudder {72} et
la distance d(pl, p2) définie par J.M. Jauch, B. Misra et
Gibson {79, 80} et aussi par N.S. Kronfli {81} et nous (cf. ré-

férence {82} ). Une troisigéme distance interessante est celle

de V. Cantoni,v qui acquiert une signification physique a posterioni.
La distance de Cantoni est assez particulieére et

mérite un examen 2 part. Nous lui avons réservé 1'annexe I, ou

nous construisons son expression dans le formalisme Hilbertien.

La distance d G(pl’ pz) de Gudder est introduite ainsi:

Soit ¢ 1l'ensemble des opérateurs statistiques (ou "opérateurs

densité"), i.e. des opérateurs positifs a trace unité, dans

l'espace d'Hilbert H qui décrit un syst&me physique. Ces opé-

rateurs statistiques représentent, comme il est bien connu, les

états du systéme. L'ensemble § est convexe: si 0 < a < 1

et wl,wz € L, alors le "mélange" awl + (1 - a) wz

aussi & § , Sur la base de cette propriété, S. Gudder qualifia

appartient

deux états Py» Py représentés par les opérateurs densité wl et w?

comme étant "proches" , s'il existe un mélange contenant princi-
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palement W qui soit égal a un mélange contenant principalemenf;

l ’
W, ; en d'autres termes, s'il existe w3 ’ w4 € I

et un petit ae[0,1] tels que (l-a)w1+aw3= (l-a)w2+aw4 .

Ensuite, en se fondant sur cette conception de la proximité, il

a défini la distance dG(pl,p2 ) entre deux états par ‘la formule:§

dG(pl,p2)=inf{ae[0,l]:(l-a)wl+aw3=(l—a)w2+awa;w3,wae 5} (1)

Bien €videmment on ne peut pas nier le fait que
les états quantiques ont la propriété de former des mélanges.
Il semble toutefois tr&s improbable a prioas qu'une distance
qui tient compte seulement de cette propriété secondaire puisse
exprimer proprement la distance globale entre deux états. C'est
pourquoi nous allons plutét concentrer notre attention sur une
autre distance, proposée pour la premiére fois par Jauch, Misra
et Gibson. La définition de cette seconde distance utilise le
formalisme propositionnel de von Neumann(cf. Chapftre I)

Nous rappelons que, selon ce formalisme, a chaque
systéme physique correspond un ensemble Z de "propositions".
En outre si le systéme ne posséde pas de reégles de super-
selection {83, 84},;ﬁ est isomorphe & l'ensemble de sous-
espaces fermés de l'espace d'Hilbert qui décrit le systeéeme.*
Enfin nous retenons du formalisme de Jauch la représentabilité
des états par des mesures de probabilité p(a),aezf (voir
chapitre II, définitions DJla , 0315 ). Nous rappelons aussi le
théoreme de Gleason (chapitre II, théorgme TJ2) selon lequel

pour chaque état p il existe un opérateur statistique W

* Cette hypotheése est, bien-sQr, trop forte. Nous avons vu en
effet qu'il serait irréaliste d'exiger que chaque sous-espace
corresponde & une proposition physique. Toutefois, tous nos
résultats seraient\valables si 1l'on faisait & sa place l'hypo-
theése beaucoup mieux fondée que df est isomorphe a un sous ensem-

ble dense de l'ensemble de sous-espaces fermés.
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tel que:
V aect: p(a)= Tr (WEa) (2)

Ea étant le projecteur sur le sous-espace qui correspond a la

proposition a e£ . On a maintenant:

Définition 1. La distance entre deux états Py, P, est donnée
par L'expression:

d(p,,pﬂ::g:{] P, (a.)-pz(a) |

La justification de cette définition est basée sur
l1'argqument suivant, lequel, sinon inébranlable, est certainement
plus solide que les arguments (lorsqu'ils existent) en faveur
d'autres définitions.

Comme nous 1'avons déja remarqué dans 1'introduction
de cette deuxiéme partie, la mécanique quantique décrit les
microsystémes exclusivement via leur comportement lors d'une
mesure. En particulier, un état quantique non seulement fournit
des prédictions statistiques, mais il est aussi completement
déterminé a partir de ces prédictions (il s'agit 1a d'un des
aspects du théoréme de Gleason). Par conséquent la distance entre
deux états Pys Py peut étre mesurée par la différence des pré-
dictions statistiques données par Py et Py - Pour une propo-
sition aei? donnée, la différence des prédictions statistiques
des p;, p, sur a est lpl(a) - pz(a)| . Par conséquent une
distance appropriée devrait se fonder sur 1l'étude de l'ensemble

de toutes les valeurs de la fonction:

f(a):= |p,(a)-p,(a)| , ael

Nous allons démontrer dans la section suivante que l'ensemble

des valeurs de cette fonction est un intervalle de 1la Forme[D,d],
Maintenant, si d est petit, alors la différence des prédictions
|pl(a)—p2(a)| est petite pour toute acf et donc les deux états
devraient étre considérés comme étant proche 1'un de 1'autre.
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Si au contraire d est grand, alors lpl(a) - pz(a)l est approxi-
mativement égal & d pour un nombre infini de propositions
et donc la distance entre P1 et Py devrait é&tre grande. C'est
pourquoi il apparait que le nombre d est une mesure appropriée
de cette distance, et cela explique le choix de la définition 1.
Jauch, Misra et Gibson ont proposé cette distance
dans le seul but de définir une topologie sur l'ensemble des
états, pour pouvoir introduire correctement les limites qui se
présentent lors d'une étude rigoureuse du processus de diffusion.
Ils ont déterminé la topologie introduite par d(pl, p2), mais
n'ont pas donné l'expression de cette distance dans le formalisme
Hilbertien. Notre but est d'utiliser cette distance pour 1'étude
du probléme de 1'inférence statistique en Théorie QQuantique. Nous
avons besoin pour cela de 1'expression Hilbertienne de d(pl, pz)
pour toute paire d'états, purs ou mélangés. Cette expression, et
quelques autres propriétés, sont données dans la sous-section

suivante.

Nous commengons par un bref rappel de quelques
définitions et résultats de la théorie de la trace {85, 86}
On dit qu'un opérateur A dans un espace d'Hilbert complexe et
séparable H appaftient 4 la classe des opérateurs & trace si la
série gl (Fn , |A{fn) converge au moins pour une base
{fn} n= . Dans ce cas, l'expression TrA = ; (Fn , A fn)

neN n=1
est indépendante de la base {Fn} lLa classe des opérateurs

a4 trace est notée Ll(H) et elle 2:? un espace de Banach par
rapport & la norme I Alllz Tr|A|. Les opérateurs statistiques
sont, par définition, les éléments positifs de norme unité dans
Ly (H).

Tout opérateur autoadjoint A e Ll(H) a un spectre
discret et ses valeurs propres sont de dégénérescence finie. Nous
écrirons donc la décomposition spectrale de A comme A = gxrﬂifd{ﬁﬁneN
étant une base de vecteurs propres de A et,/),'1 ses valeurs propres
correspondants. On a alors: TrA = Z A, et ||A||l = §|An|.

La norme habituelle (borne) des opérateurs continus est donnée
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dans ce cas par |[A|l = sup(|x_|:neN}

Quelques conventions sur les notations: L (H) est
1'espace de Banach de tous les opérateurs continus de H. Pour
tout sous ensemble KCH, nous notons par [K] le sous espace
algébrique engendré par K- i.e.l'ensemble de toutes les combinai-
sons linéaires finies d'éléments de K- et par K la fermeture
topologique de K. Pour tout vecteur normalisé g, nous notons
par P[g] le projecteur sur le sous espace unidimentionnel qui
contient g. Pour tout opérateur A, R(A) sera son image. Si A
est autoadjoint, alors A* et A seront ses parties positive et
négative.

Nous donnons maintenant la forme explicite de

d (pl, p2) dans le cas le plus général.

Théoréme 1. Soit 2 et p, deux états neprésentés par fLes

opérateurs statistiques W o, W,. Alors:

d(p,,p2)=”£%;YZH—L-

ol d(p,, pb) est defind par La définition 1.

Démonstration. Puisque W

1’
wl - wz c Ll(H). Soit wl - w2 = gAnP[fn]

spectrale de W, - W,, ) _étant ses valeurs propres et{f _}
P 1 2" *n n

w2 = Ll(H), on a aussi

la décomposition

neN
une base de vecteurs propres. La définition de la distance

implique alors:
d(pl, pZ) =sup{|Tr(le)-Tr(w2E)|:E projecteur}

=sup |Tr((W,-W,)E)|=sup| I (FHLEF )] (3)
E E n

D'autre part,

Y n,VE : 0O <(f LEF )< 1 ==
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=¥ 2 >o0: °<*ﬁ(fn’”n)< A,
et , V)\n<0: )\nsxn(f’n,Efn)g 0
Par conséquent, -
i~ An € I AL(FLEF) < x;o A (4)
Puisque Trwl = Trw2 =1, on a Exn = Tr (wl - wz) = 0, et donc
Xp<0 *n = —)\Z;c) *n

En substituant dans 1la relation (4) on trouve:

¥ E : |'§ b (FHEF ) g Anz>0 A

== sup | I A (f ,Ef )|g z: A
| £ n n''n n oty O (5)
Posons Eo= Z P[f. ].Alors
An >0 n
|'r1,>\n (F EF )] =>ZU An (6)
n> .

En utilisant (3), (5) et (6) on obtient:

d (pl’ pz) = Z )\n (7)

An>0

D'autre part,

I Wy-Wolly = ﬁl"nI:zZ] An
>

n
Le théoreme découle par une substitution dans la relation (7). .

Notons un fait remarquable: La distance qui nous
a semblé la plus "naturelle" parmi toutes les distances définies
jusqu'a ce jour, est donnée, & une constante prés, par la distance
[ W, - w2||l introduite par la norme naturelle de 1l'espace
Vmathématique Ll(H) associé a l'ensemble des états. Toutefois,
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en dépit du fait que l'expression le - wlul/z est générale

et élégante, il est difficile de la calculer dans la pratique.
Heureusement lorsqu'un des deux états est pur, l'expression de
la distance devient plus simple comme le montre le résultat

suivant:

Proposition 1. Soit p, un état pur, représenté par un
vecteur noamalisé §, et p, un état queleonque représenté par L'opérateur
statistique W. Alons:

a) L'espace RIP[ 6T T est undidimentionnel, et
b} d (p1, pzl = ”P[él_ wy| .

Démonstration Soit F le projecteur sur R(P ¢ -W)

Alors

-— - +_ -
Preym W=(Ppreg= W7 - (P gy W)y =

[f
_ _ +
= F(Ppq= WIFF(Proo- W)TF =
- +
=> FPLpyF=(Prey- W + FWF (8)

L'opérateur FP[f]F a une image unidimentionnelle,
et donc la méme chose sera vraie pour le second membre de (8).

En appligwant maintenant le corollaire 1 de 1l'annexe I, on trouve:

RO(P-oos W) +FWF) = R((P. .- -W) J+R(FWF)

[fl

et donc 1'image de (P

[f]

(F1° W) aussi est unidimentionnelle. Cela
montre (a). L'affirmation (b) est une conséquence de (a) et de

la relation (7).

Lorsque les états pl, p2 sont tous les deux purs,

leur distance prend une forme trés simple:
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Corollaine 1. SL R » b, sont deux &tats purs représentés par
Les vecteurs § et g, alors

d (p,, Pyl =v/1-|1§,9} |?

Démonstration Il suffit de calculer les valeurs

propres non nulles de P

[F] - Pm . Ce calcul a été fait par
exemple dans {79} et donne le résultat: i/ 1-|(f,g) |2

Le corollaire découle aisement en substituant cette expression
dans la relation (7). .

Espace H Espace Ll(H)
Figure 5

La distance entre deux états purs &ans l'espace H

et dans l'eépace des états Ll(Hl

Comparons maintenant la distance d(pl, pz) avec la
distance de Gudder. '

Théordme. (Gudder, {72} . La distance d;entre deux états

représentés par w, et wzut donnée pan: f

j=_l1W1-%y,
2+”w,-wzn,




I R

et {g;}
celui de ces deux sous espaces qui a la plus petite dimension, par
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En combinant le théoréme de Gudder avec le théoréme 1

on trouve 'd(plpr)

U6 (P> P2) 1+d(p,,p,)
En d'autres termes, la distance de Gudder est donnée par une
fonction croissante de notre distance. I1 s'ensuit que non seule-
ment les deux distances produisent la‘méme topologie, mais de
plus, elles donneraient le méme résultat a tout probl&me comportant
une minimisation ou maximalisation de distance. Cela est plutét

surprenant, étant donné que, comme nous 1'avons remarqué la

~définition de la distance d est fondée sur un aspect plutédt secon-

daire des états.
Pour terminer notre discussion sur les distances,
nous démontrons 1la proposition concernant les valeurs de

|p1 (a) - pz(a)l que nous avons mentionnée dans la sous-section
précédente. '

Proposition 2. Pour toute paire d'états Pys By L' image de

La fonction définie sur £'ensemblfe de toutes fLes propositions par

Yact: §lal=|p,la)-p,lal|

est £rintewvatle [0, 1917 Will 17 tout entien.
i LS

Preuve. Nous savons déja, d'aprés le théoréme 1 que

Wi-W
max f(a) = d(p ,p,) = L¥1-*2[h

ael 2

- +
i}ieI une base de R(wl w25
une base de R(Wl-Wz)‘ Nous noterons par R0

Soit'maintenant {f

Jed

exemple Ro= R Wl-wz . Nous pouvons alors supposer que
I € J. L'idée centrale de cette démonstration consiste a faire

"tourner" de fagon continue Ro de sa position initiale jusqu'a

ce qu'il tombe sur R(wl-wz)-
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 Pour tout i€l et tout te[0,1]nous définissons:

F(t)s A-t? ros tg;, R(t) =[ {F ()]

1eI] !
E(t)= P[fi(t)]
>0n trouve trivialement
Py Y = 2 2 '
(fi(t),Fj(t ))= Gij( (1-£°)(1-t*) +tt ) (9)

et aussi

NECE)-ECt ) || %= sup || ECt)-ECt )e|| 2 =
— elEL
2 _
g FI o el - 4
. _ 2 i
‘IbS'L:"E ”(P[fi(t)] P[f'i(tl)] )(P[f.i]-!-P[gi])e” < i
i
o ZlP e )37 re, (o y P IIP e )ell (10)
|HF1 [F ()37 [ ] { ]

Du corollaire 1 et de la proposition 1 on dédu1t la relation:

. ) L
lIP[fi(t)]'P[fi(tv)]” = 1-(f, (£),f (t"))|

En substituant cela dans (10) et en utilisant (9) on trouve

Y t,t'el0,1] : | E(t)-E(t") ]| 2 ¢ 1-( A1-42)(1-t2)s te1)2

ce qui montre que la fonction t—> E(t) est continue. Par conséquent
la fonction t—> h(t):= Tr((W,;-W,) E(t)) aussi est
continue et donc son image est un intervalle. Pour t= 0, E(O)

est le projecteur sur RO = ﬁTWI:WETI y et donc

h(g) = Ile - Wzlll/ 2 . Pour t =1, E(l) est le projecteur
sur R, ROW =W, T~ y ce qui donne h (1)< 0. Sia, est la
proposition correspondant & £ (t), alors fla,) = |h(t)] .
La fonction fa,) prend donc toutes les valeurs de 0 allw -W H /2 ll'




3. APPLICATION DE LA DISTANCE A L'ETUDE DU PROBLEME D'INFERENCE

STATISTIQUE.
3.1 L'enoncé du prob£éme.

Etant donné la difficulté des problémes d'interpré-.
tation que souldve le formalisme quantique, nous allons d'abord préci-
ser notre langage concernant 1l'emploi du terme "état". Nous allons
pour cela rester dans le cadre de la théorie quantique conventionnelle.

Les états sont en général considérés comme le

résultat d'une préparation du systéme. Ainsi, selon la définition de

J.M. Jauch, "un état est le résultat d'une série de manipulations
physiques qui constituent la préparation de 1'état" (cf. chapitre II,
définition DJ,,, et aussi {27} . Il est bien évident que le concept
d'état ainsi défini posséde un caracteére objectif: une préparation
définit un état indépendamment de ce que 1l'observateur sait ou croit

savoir..Nous appellerons donc dorénavant cet état "état objectif du

systéme". Dans le formalisme Quantique, cet état est représenté,
comme il est bien connu, par un opérateur statistique.

Toutefois les informations que 1l'on posséde sur une
préparation ne sont pas toujours suffisantes pour permettre de déter-
miner 1l'opérateur statistique qui représente 1'état objectif. On
essaye alors de choisir, parmi tous les opérateurs statistiques, celui
gui représente "le mieux" l'information disponible. La spécification
de ce choix constitue 1'objet du probléeme de 1'inférence statistique
en Mécanique Quantique. L'opérateur statistique qui représente le
mieux l'information disponible est souvent congu comme le descripteur
mathématique de "1'état subjectif" ou de "1'état des connaissances |
de l'observateur".

Tout comme en théorie classique, le probléme de
1'inférence statistique en mécanique quantique présente plusieurs
aspects, en fonction de la nature de 1'information disponible.

Les spécificitésde la Mécanique Quantique nous obligent toutefois
de faire une distinction supplémentaire. On peut en effet obtenir

des informations sur l1'état des systémes produits par une préparation
donnée de deux maniéres;

a) soit en effectuant des mesures sur d'autres
systémes produits par la méme préparation et en tirant des conclusions

concernant le systéme considéré,
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b) soit en effectuant des mesures sur le systéme
considéré lui-méme. Dans ce cas 1'état objectif n'est plus le méme
aprés la mesure. ‘

En Mécanique Classique on ne fait pas cette distinc-
tion car on postule en général que l'on peut effectuer des mesures

sur un systéme sans que son état soit modifié.

POttt it X1

E.T. Jaynes a été 1'un des premiers a étudier un
aspect du probléme de 1'inférence statistique en Mécanique Quantique.
La question & laquelle il a essayé de répondre est la suivante:
étant donné les valeurs moyennes kl,...km de certaines observables
Cl,...Cm , 1l y a en général une infinité d'opérateurs statistiques
W tels que la moyenne Tr (WC ) des C, dans 1'état représenté par W
soit ki. Lequel parmi tous ces opérateurs statistiques représente-t-il
le mieux l'information disponible?

Pour répondre & cette question, Jaynes (58}

a utilisé le concept d'entropie quantique introduit par von Neumann{8.
Par analogie au cas classique, il a proposé le choix suivant:

parmi tous les opérateurs statistiques pour lesquels les Ci ont les
moyennes données ki , il faut choisir celui qui maximise 'l'entropie"
Tr(-w log W). Ce choix est couramment utilisé aujourd'hui; il importe
toutefois de dire que sa justification physique {87, 88} est bien

plus faible que celle que nous avons exposée dans le chapitre

précédent pour le cas classique.

Piguipigiing ¢ Yheghuspirghgfigudh it gongiighapiipuagiegstghupitgivgapndt S A ettt e - = —a— - -

Nous allons maintenant employer le concept de distance
pour étudier un aspect différent du probléme de l'inférence statis-
tique, qui est semblable & celui étudié par Kullback dans la théorie

classique des probabilités. Supposons que notre état de connaissance

sur un systéme physique soit w0 . En un moment donné nous acquérons
de nouvelles données qui changent notre état de connaissance. Le pro-
bldme est de déterminer 1'état final wl en fonction de 1'état initial

Wo et de la nouvelle information. Dans ce qui suit, nous allons
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utiliser la 'teprésentation"d'Heisenberq, et donc il n'y aura pas
d'évolution dynamique de 1'état dans le temps. Les états peuvent
changer seulement lorsque notre information sur le systeme change.

Nous allons considerer deux cas différents, d'apres

e~ la nature de la nouvelle information, i. e. suivant les cas
. (a) et (b) de la section 3.1.
3.3.1. Information provenant de mesures sur_des_systemes_autres
que_le_systeme_considéré.
Lorsque 1'information provient des mesures effectuées
ue. sur des systémes autres que le systime considéré, nous pouvons
enoncer le probléme de la manitre suivante: on consid&re des
s systémes produits par une préparation donnée, et supposons que
h8  notre information sur cette préparation nous ait permis de
éw choisir (d'une manigre que nous ne spécifions pas) un opérateur
R-il statistique wo qui représente 1'état des connaissances a 1'égard
de ces systémes. Afin de tester si oui ou non wo représente aussi
1'état objectif défini par la préparation considérée, nous pou-
n{g. vons mesurer certaines observables sur un grand ensemble d'autres
systémes produits par la méme préparation. Cela fournit certaines
% données statistiques qui peuvent &tre identiqueé ou non aux
ﬁe" prédictions calculées a partir de wO . Si elles sont identiques
ké alors on a une indication que wo est proche de 1'opérateur

statistique décrivant l1'état objectif, ou méme 'qu'il peut étre

identique a éelui-ci.. Par conséquent,l'on maintiendra wo
comme le représentant de 1'état de connaissance. Si les données

statistiques différent des prédictions de W 1'on est obligé

0o ?

de choisir un autre wl comme représentant le nouvel état de

connaissance. Le probléme de 1l'inférence statistique est dans
ce cas de trouver ce W sur la base de wo et des nouvelles

1
données statistiques.

fondée sur 1'argument qualitatif suivant: Soit S l'ensemble de

.
t La solution que nous proposons 3 ce probléme est

; tous les opérateurs statistiques qui donnent des prédictions en
l
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accord avec les nouvelles données statistiques. Evidemment Wy

doit étre l'un d'entre eux. Mais d'autre part wl doit tenir compte
dans toute la mesure du possible,de l'information contenue dans W,
Cette condition est remplie si wl s tout en appartenant & S,

est choisi de telle fagon qu'il donne des prédictions les plus
proches possibles de wclles données par wo set cela pour toutes

les mesures imaginables. Selon la définition de la distance

entre états (déf. 1) cela signifie que d (W, ,W; ) devrait

étre le plus petit possible. En d'autres termes, Wy devrait
rendre minimale la distance d (w0 , W) entre wo et un élément

W esS.

' Certes, & cause de son caractére qualitatif, cet
argument n'a pas la force d'une évidence. Il est toutefois tout-
A-Fait dans l'esprit des arguments utilisés habituellement dans
1'inférence statistique classique. Nous élevons donc sa

conclusion au rang d'un postulat:

Postulat 1. Soit Wy, Wy deux opérateurs statistiques repré-
dentant Les états subfectifs avant et aprés L'acquisition d'une information
qui consiste en certaines données statistiques. Soit encore S L'ensemble
de tous Les opérateurs statistiques donnant des prédictions en accond avec
ces données statistiques nouvellement obtenues. AlLors W, est L'éLément de S
qui satisfait a La relation c

d (wo , W, ) = 4n{ diw,,wl . (11)
WeS

Le postulat 1 traduit en langage mathématique le
probleéme physique soulevé plus haut. En effet, nous devons

maintenant spécifier S et trouver celui qui, parmi ses éléments,
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satisfait & la relation (11).

La premiére partie de ce probléme i. e. la détermi-
nation de S dans le cas d'une information indirecte, est simple.
En effet, les données statistiques quantitatives sont en général
de trois sortes:

(a) Elles peuvent &tre des valeurs moyennes, disper-
sions, etc... de certaines observables.

(b) des probabilités de certaines propositions

(c) des distributions de probabilité de certaines
observables.

Toutes ces données peuvent étre exprimées comme des
valeurs moyennes de certains opérateurs autoadjoints. Dans le
cas (a) cela est évident, puisque les dispersions sont exprimables
comme des valeurs moyennes des carrés d'opérateurs. Dans le
cas (b), il est suffisant de se rappeler que les propositions
aussi sont représentées par des opérateurs (projecteurs). En ce
qui concerne le cas (c), notons que si C = fxdEA est la
décomposition spectrale de l'opérateur C, alors la distribution
de probabilité de C dans 1'état W est donnée par la formule:

F(A) = Tr (WEA ). Or Tr (AW) pour tout opérateur autoadjointA
est, par définition, la valeur moyenne de A dans 1'état W.
Par conséquent, la donnée de la distribution de probabilité
de A équivaut & la donnée de toutes les valeurs moyennes des
projecteurs EA .

On en déduit que, en effet, toute information
indirecte peut é&tre exprimée en donnant les valeurs moyennes
ki, iel de certaines observables Ci. Par conséquent, l'ensem-
ble S de tous les états compatiblesavec une information indirecte

est de la forme:

S= {We)::Tr(WCi)=ki, iel } (12)

£ ¢étant l'ensemble des opérateurs statistiques et Ci des obser-

vables définies pour le systéme étudié.
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La premigre partie du probleéme mathématique posé

par le postulat, i. e. la détermination de 1l'ensemble S pour

le cas d'une information indirecte, est donc résolue. La deuxieéme
partie -la recherche de l'opérateur W dans S qui satisfait 1la
relation 11 - est beaucoup plus difficile. En fait, nous

avons établi seulement certains résultats partiels. Afin de faci-
liter le traitement mathématigue,‘nous allons désormais supposer
que C sont des opérateurs.cdntinus.Si tel est le cas,la

structure de-S est donée par la proposition suivante:

Proposition 3. L'ensemble S défini par (12) est convexe
et fermé (par rapport a La topologie définie par La norme A, )

1

Preuve. a) Pour tout W', W'' € S et tout a,beR”

tels que a +' b = 1, on a

Viel : Tr((aW'+bW")Ci)zaTr(W'Ci)+bTr(W"Ci)=ki
Par conséquent, aW' + bW'' € S, et donc S est convexe.
'b) les fonctions

f'i : Ll(H)Bw —_— Tr(WCi)é‘ C

Lok )

étant continues {86} , il s'ensuit que les ensembles f; i

sont fermés. Or S = /;\ F;l(ki) , et donc S est fermé.

Le résultat de la proposition permet d'utiliser
la théorie de la meilleure approximation d'un élément d'un
espace de Banach par des éléments d'un sous ensemble fermé et
convexe {89 - 91} . Dans notre probléme, l'espace de Banach sera
Ll(H) et nous aurons a trouver, selon notre postulat, la
meilleure approximation de wo par un élément wl de S, par rapport
|l (cf. théoreéme 1). La théorie de la meilleure

approximation pour des espaces de Banach, est loin d'&tre

a la norme |

suffisamment développée; pourtant, elle fournit des criteres

généraux caractérisant W y qui sont bien plus simples que

1
la condition (11). Ces criteres sont donnés dans 1'appendice

mathématique de ce chapitre par les théorgmes suivants: pour un
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S général (cf. relation (12)) par les théoremes 3 et 4; pour le
cas spécial d'un S défini par la valeur moyenhe d'une obser-
vable, cf. théoréme 5; enfin, ces critéres nous permettront,
dans des cas spéciaux, de déterminer complaétement W; (cf. théo-
réme 6).

3.3.2. Information provenant d'une mesure sur le systéme

Nous arrivons maintenant au second des deux cas
considéré dans la section 3.1, & savoir celui dans lequel on obtient
une information en effectuant une mesure sur le systéme lui-méme.
En fait, nous allons étudier seulement un cas tréé particulier,
notre but étant de démontrer, dans un cadre précis, le "postulat
de projection" de la Mécanique Quantique. Ce cas particulier
peut étre énoncé ainsi. Supposons que 1'état qui représente
nos connaissances sur un systéme physique (i. e. 1'état subjectif)
soit & un certain moment wo . On effectue sur ce systéme une
mesure de premiére espéce, ce qui signifie dans la terminologie
habituelle, ({8} , que le systéme n'est pas détruit par 1la
~mesure et qu'une seconde mesure éventuelle juste apreés la
premiére donnerait le méme résultat. Le probleme est de trouver
1'état subjectif W, aprés la mesure.

La différence évidente avec le cas étudié dans la
section précédente, est qu'igi la mesure modifie la préparation
du systéme et, par conséquent, 1'état objectif du systéme n'est
plus le méme aprés la mesure.

Le probléme posséde une solution triviale seulement
dans le cas d'une mesure compléte ,i.e. quand.il s'agit d'une mesu-
re simultanée d'un ensemble complet d'observables qui commutent.
L'état wl est alors représenté par l'unique vecteur propre
commun & ces observables qui correspond au résultat trouvé, et il
est indépendant de 1'état de départ. Cependant, le cas contraire
est réalisé le plus souvent: toute mesure d'une observable &
spectre continu -en particulier de la position, quantité de
mouvement, énergie d'une particule libre, etc...- est nécessai-

rement incompléte. C'est aussi le cas pour les observables &
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spectre dégénéré, lorsqu'on mesure une seule observable.

Il existe alors un nombre infini d'opérateurs statistiques
compatibles avec le résultat de la mesure, et le formalisme
quantique généralement utilisé { 8} ne contient aucun critére pour
déterminer W) de fagon unique.

Le choix de 1'état wl aprés la mesure dépend, bien
s0r, du montage expérimental utilisé. Nous allons toutefois
faire l'hypothése que l'on ignore complétement le montage, et
que notre information est constituée seulement par la spécifi-
cation de l'observable mesurée et du résultat observé. Cette
hypothése n'est ni trop restrictive ni si abstraite qu'elle
pourrait sembler. En effet, certaines informations sur le montage
expérimental peuvent étre incluses dans le résultat de la
mesure. Par exemple, la position de 1'appareil dans l'espace
implique une certaine localisation de la particule, et cela
peut 8tre considéré comme une partie du résultat. D'autre
part le formalisme quantique ne se référe jamais au montage
expérimental dans ses principes fondamentaux.

Nous allons maintenant proposer un choix pour 1l'opé-
rateur statistique représentant nos connaissances aprés la
mesure. Nos arguments seront analogues & ceux utilisés dans
la section précédente. Tout d'abord, nous remarquons que le
résultat de la mesure d'une grandeur K peut é&tre exprimé par le
fait qu'une certaine proposition b, & savoir "la valeur de K
appartient au Borélien B ", a été trouvée vraie. Etant donné

que la mesure est de premidre espéce, on sait qu'une seconde

mesure donnerait le mé&me résultat. Par conséquent, la probabilité’

de la proposition b pour 1'état final wl , est égale a 1.

Par l'isomorphisme de von Neumann la proposition b correspond

2 un projecteur E, et la relation (2) implique que
Tr (WiE) = 1 . (13).
Nous avons trouvé cette expression en tenant compte

de la nature de 1l'observable K et du résultat observé (utilisés
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pour la détermination de 1la proposition b et du projecteur E)
aussi bien que du fait que la mesure a été de premiére espéce.
D'autre part, on sait aussi que 1l'état subjectif avant la mesure
était w . Par conséquent, wl doit tenir compte, dans la mesure
du p0331ble, de 1l'information contenue dans w . Par un arqument
identique & celui utilisé dans la sous- sectlon précédente, on
déduit que cela sera réalisé si wl, tout en satisfaisant a 1la
condition (19), est le plus proche possible de w au sens de la

distance d. Nous proposons donc le postulat su1vant:

Postulat 2. Supposons qu'une mesure de premierne espéce 504t
effectute sur un systime quantique. Supposons que £'opérateur statistique
neprésentant L'état subjectif avant La mesure ait été W,, et que Le
nésultat de La mesure s0.it représente pan Le projecteur E Alons L'opérateur
Atatistique w, qudi représente £'état subjectif aprés La mesure est fe plus
proche de W, parmi tous Les opérateurs statistiques satisfaisant é (13).

En d'autres termes, on aura:

Th(w1E1= 1 et d(wo,w,) =min-{d(w0,W): TA(WE) =11} . (14)

Si 1'on accepte ce postulat sur la base des arguments
physiques exposés, alors on peut démontrer la proposition qui

est souvent appelée "postulat de projection" {92-94}:

Théondme (Postulat de profection)* Supposons qu'une mesure
de premiére espdce s0it effectuée sur un systéme quantique. Si £'état
du systéme avant La meswre était un état pur représenté par un vecteur §,
Le nésubiat de La mesure étant représentd par Le projecteur E, alors L£'état
subjectif aprls La mesure sera Lui aussi pur,et il sera neprésenté par La
profection noamaliaéel g

La démonstration de ce théoreéme se trouve en
appendice (cf. théoréme 6).

* Certains auteurs appellent cette proposition "postulat de
projection généralisé", réservant le terme "postulat de projection"

au cas spécial ol 1la mesure est complete.
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4. CONCLUSION

Nous avons vu comment le concept de distance entre les
états quantiques peut &treutilisé dans 1'étude du probléme de
1'inférence statistique. En particulier, nous avons montré que son
emploi permet d'aboutir & une Justification, dans un cadre conceptuel
précis, du "postulat de projection". Cependant, plusieurs problemes
restent ouverts, conduisant chacun & une nouvelle voie de recherche.

Le premier probléme est d'ordre purement mathématique.
Nous avons vu en effet que 1l'inférence statistique conduit, dans i
les cas que nous avons examinés, & un probléme d'approximation dans j
un espace de Banach: il s'agit de trouver un élément wl & S qui
soit le plus proche possible d'un opérateur statistique donné Wy
S étant un ensemble d'opérateurs statistiques défini a partir de
l1'information disponible. Or notre étude n'aboutit & une solution
compléte que pour un wo correspondant & un état pur, et pour un
S spécial (cf. théoreme 6). Il serait donc intéressant de chercher
la solution W, pour des états initiaux wo non purs, et pour des

1
ensembles S plus généraux.

La deuxiéme question est plus fondamentale et concerne
la justesse de notre définition de distance, face au but que nous
nous sommes fixés. Il est en effet certain que la 'solution du
probléme de l'inférence statistique, comme nous 1'avons posé dans la
section 3.3, implique une minimisation d'une certaine distance.

La distance d (pl, pz) introduite par la définition 1 est-elle la

plus appropriée a ce but? En particulier, est-elle la plus appropriée
parmi la classe infinie de distancesque nous avons exhibée dans
1'annexe 2 (cf. théoreéme 2)? Seule une étude plus approfondie
permettrait de trancher.



APPENDICE AU CHAPITRE V

APPROXIMATIONS DANS L' ESPACE Ly (H).

Tout au long de cet appendice, S sera un sous-ensemble
fermé et convexe de I et wo un opérateur statistique n'appartenant
pas & S. Notre but est de donner des critéres qui caractérisent
"l'élément de meilleure approximation", i.e. l'opérateur statis-
tique inconnu W, qui remplit la condition (11).

Nous ferons usage du résultat fondamental de la
théorie de l'approximation des ensembles convexes dans des

espaces normés, d0 & I. Singer {89,90}
Théonéme 2. (1. Singer): Soit E un espace normé, G un Aous-

ensemble convexe, xeENG et g,€ G. Alors | x - g, | = inf{{|x-gll:9eG }
a4 et seulement A4 il existe un §€E*(Le dual topologique de E) Zek que

g1t = 1, Re (fl x-g, 1) = [lx-g |l ,

Re (§lg,-g)) >0, VgeG.

Dans le cas qui nous intéresse, le théoreéme de Singer

implique le résultat suivant:

Théoréme 3: Si w,e_s, alors une condition nécessaire et
suffisante pour avoir

llwo-w,ll, = min{||w -w ll,, wes } | (15)
est La suivante! 1L existe un opérateur hermitique A tel que
[|AH=1, TalAlw -0, ) )= wo-w,ll (16)

et e (A lw,-w )>o, Ywes (17)

Preuve Nous appliquons le théor2me de Singer au cas
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E=L1(H), G=G=S5, x=W_, g =W,;.
Il est bien connu {85, 86} que le dual de L1 (H) est isomorphe 2a
L (H). La dualité est établie via la forme bilinéaire continue

L(H) X L (H) > (B,V) —— Tr (BV)e ¢

ol T BV B VI

Par conséquent, si la relation (15) est vraie, alors il existe un
élément B € L (H) tel que:

[IBll=1,  Re[Tr (B(W_-W;)) D=l w_-w,ll,
et Re[Tr(B(wl-W))]aﬂ,VWQS

En posant A = B+B* ,on trouve:
2

Tr (AW -W;)) = Re [Tr (B (W -W;))] = [l -w Il
Tr (A(wl-w)) = Re[ Tr (B(wl-w))]> 0

Al < ABJ + [[B*] _ 1

2

et aussi

|| W, - = Tr@ (W =W))< [[All -flw-w ], === |Rhlb1

llll ~
donc |A}] = 1.

Le probléme de la recherche de 1'élément de
meilleure approximation est donc transformé, via le théoregme 3, en
une paire de problémes plus simples. Nous devrions d'abord trouver la
solution générale des équations (16) et ensuite examiner s'il en
existe une qui satisfait la condition (17). Nous établissons maintenant

‘un théoréme qui résout le premier de ces problemes.

Théoréme 4. La solution générale de La paire d'équations (16)
par rapport & L'opérateur hermitique A est fa sulvante:
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A=F-F' +B8 (18)
F et F' étant, respectivement, Les projecteurs sur leo-w1) et R(wo'WI)
et B étant un opérateur hexmitique dont £'image est onthogonale i R (wo -w )

1
et tel que |B|< .

Démonstration. Nous montrons d'abord que si B a les
propriétés décrites plus haut, alors A défini par (18) satisfait aux
relations (16).

Si xeR (F) alors Bx = 0 et donc (x, Ax) =(x,Fx)=||x||2
ce qui montre que |[|A|| » 1. D'autre part pour tout x € H, écrivons
X = X) + X5 + X3 + X,, ol x; €R (F), x5 € R (F"), x3cm et
x,LR(F) @ R(F') @ R(B) . Alors

|(x,Ax)|= |(xl,Fx1)+(x2,F'x2)+(x3,8x3)|g

2 2
x (17 +1FlllxJl © +llB

2 2
xoI2 < Ixll?

<IIFT L

ce qui montre que ”AH = 1. En outre, si 1'on pose pour simplifier
W = W, -W;, alors

Tr (AW) = Tr ((F -F*) W)
Or W = (F - F')|W| est la décomposition polaire .de W et donc

Tr ((F - F') W) = Tr|W|=||W|h
ce qui montreavec la relation précédente, que les conditions (16)
sont satisfaites. _

_ Montrons maintenant que toute solution de (16) a
la forme (18). Si W= Zp_ P est la décomposition spectrale de W
n N [fn]

alors (16) implique

ﬁ P (FsAf ) = Tr(WA) = |[@|; = E lp,l (19)
Puisque I(fn y A )< |l Al =1 , on en déduit que
P >0 = (Fn,Afn) =1, et P <0 = (Fn,Afn)=-l (20)
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]} +1
P>0 ==1-= (f‘n,Af'n) = A d(fn’E)\fn)< f d(fn’E)\fn) =1
-1 -1

= (fn’E)\fn) =0, <l =>Af‘n = fn
et, de méme,

Pn<0 el Afn = —fn

Par conséquent, en posant par définition B = A - (F - F'), on a

Bf, = 0 chaque fois que p_#* 0 . On en déduit que R (B) est ortho-
- n

gonal a R(F=F') = R(W) . Puisque A = B + (F - F') et |A[|=1

cette orthogonalité implique que B[l -

1
Soit A i{xdEA la décomposition spectrale de A, on trouve alors:

La proposition suivante est utile pour la démonstra-
tion de 1'unicité de 1'élément de meilleure approximation dans les

cas qui nous intéressent.

Proposition 4. Si R'équation (15) qui caracténise Les éLements
de meilleure approximation a deux sofutions par rapport & W; , par exemple
Wy, Wy , alors tout A satisfaisant aux conditions (16) et‘(17) satisfait aussi
aux mémes conditions avec w, a La place de W 7

Preuve. Supposons que Wl , Wl soient des solutions
de (15) et que A satisfasse aux (16), (17). Alors on a

IWQ_w]_”l = ”wo— wi”]_
et, en vertu de (17) ,
Tr (AW, ) » Tr (AWY)

En remplagant ces ekpressions dans (16) on trouve:

Te (AQW =Wy )) s Tr (AW =W ) =] W =W, || =W -u )l
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ce qui implique facilement

Tr ( A(Wo-wl) = || wo_w'l”l sy Tr( AW‘l) = Tr(Awl) . l

Résumons les résultats obtenus jusqu'igi. Le théoréme 3

montre que wl est un élément de meilleure approximation s'il]l existe

une solution commune A aux équations (l6) qui satisfait aussi a la

condition (17). Le théor&me 4 donne la solution générale de (16).

Il reste donc la deuxiéme partie du probléme, i. e. de trouver pour

quel wl il existe, parmi les solutions de (16), une solution qui

satisfait aussi & (17). Cela s'est avéré beaucoup plus difficile.

Nous avons seulement établi certains résultats partiels, remplagant

la condition (17) par des conditions plus simples quand on passe

du cas général a des cas plus particuliers. Ces nouvelles conditions

nous permettront, par exemple, de démontrer le postulat de projection.
Nous avons considéré jusqu'a maintenant un ensemble

d'états S trés général, qui était seulement convexe et fermé.

Nous ferons dorénavant une particularisation, en définissant S

comme l'ensemble de tous les états pour lesquels la valeur moyenne

d'une observable continue C est un nombre k, i. e.

S ={WeZ: Tr(WC) = k }

Nous avons établi dans l'annexe 1 un théoréme qui
montre que tout opérateur statistique dans S peut étre écrit comme
un mélange d'états purs qui appartiennent tous a4 S. Ce résultat

nous conduit & simplifier considérablement la condition (17):

Théonléme 5 Soit S ={ W e £: Tn lWC) =k} etw1€S.
Alons (17] est équivalente a chacune des conditions sudivantes:

al To (el > (4, Aﬂ),VP[“ S
b) W, peut &tre ecrit comme un mélange d'états purs P

[4,]
qui rendent maximale £'expression 1§, Af) pour Pry§S - *
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Preuve L'implication (17) = (a) est évidente.

(a) = (17) : D'aprés le théoreme 3, annexe I, tout
W €S5S peut étre écrit sous la forme: W = a. P N

Pfgj]es . La condition (a) implique:
Vi« Tr(Aw,) ;(gj,Agj) = Tr(AW;); Tr(AW)

'i. e. la condition (17).

(a) ==>(b) : En utilisant de nouveau le théoreme 3,

annexe 1, on peut écrire: W, = A: P ~avec P €S .
178 A Tr) [

De la condition (a) on déduit 1
Vp[f]es : i: Ag (Fi,AFi) > (f,Af)

ce qui implique aisément

Yi, 'VP“.]eS e (FLAF) »(F LAF).

(b)=—=>(a) : évident. .

‘ , En combinant maintenant les théorémes 3, 4 et 5

on obtient deux criteéres caractérisant 1'élément de meilleure

apprdximation. Le premier est la condition (a) plus haut, qui doit.
étre remplie par 1'élément de meilleure approximation wl et 1'opé-
rateur A, défini par la relation (18). Il est beaucoup plus simple
que la condition (17), puisqu'il fait intervenir une comparaison de
Wy
condition (b), n'inclue aucune comparaison; il exprime une relationa:

entre A, qui dépend de wl , et wl lui-méme.
Le théorédme suivant donne la solution du probleéme de

avec des états purs seulement. Le deuxiéme critére, 1. e. la

meilleure approximation lorsque E est un projecteur et wl un état
pur. Il est utilisé dans la sectionV.32.,pour la démonstration du

postulat de projection.
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Théoréme 6. Soit E un profecteur queleonque et
S={Wex: T {WE)=113} . Soit encore W, = P[“ ol E§ 5= 0. Alors Le seul
opérateur statistique W, qui satisfait d La condition :

||w0-w,||, = min{ |W,-W|[, : wes } et WES

est fe projectewt W g= P 0l g Té_g_ﬂ .

Preuve Le théordme est une application immédiate

des résultats précédents. Posons en effet:

:=P[g], B:= —(E-P[g]) s A 1= F-F'+3B

F et F' étant les projecteurs sur les sous-espaces unidimensionnels

qui correspondent aux valeurs propres +/1- (f,q) £ de P[f]—P[g]
(cf. corollaire 1). D'apres le théoréme 4, wl satisfait 3 la relation
(16). D'autre part, pour tout h € R(E) on a:

(h,E(F-F')Eh) = (h, E(Rf1-Rq1)EF ) =
‘\/I- l( og)"

(hy, (F-F')h)

]
_/1- (f,9) (h,P g qh)

et donc

2

(h,Ah) = -1+(1-/1- (f,q) )Y(h,P )

h
lg]
Par conséquent, (h, Ah) prend sa valeur maximale sur R (E) pour h = g.
D'aprgs le théoréme 5, W, satisfait a (17), et d'aprés le théoréme 3
il satisfait la relation (15). Enfin, w] =P 9] est 1l'unique solution
de (15) a cause de la proposition 4 et du fait que (h, Ah) est maximale

sur R (E) seulement pour h = g.
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ANNEXE 1

PROPRIETES DES MELANGES D'ETATS NON ORTHOGONAUX

1. INTRODUCTION

En Théorie Quantique on utilise habituellement
des états de deux sortes : les états purs, représentés par des
vecteurs normalisés (ou par de sous-espaces unidimentionnels),
et les mélanges, représentés par des opérateurs densité. En
général les mélanges sont composés d'états purs orthogonaux.
Toutefois, des mélanges d'états non orthogonaux apparaissent
souvent dans des situations physiques {95} et mathématiques
{95 } . D'autre part, ils possédent des propriétés intéressan-
tes, qui concernent surtout l'aspect informationnel de la
théorie quantique ; les démonstrations de ces propriétés donnés
dans la littérature sont excessivement longues et laborieuses.
La raison de cette difficulté dans les démonstrations est sans
doute l'absence d'une caractérisation simple et unitaire de
tels mélanges., En dimension finie, une telle caractérisation
a été donnée, par exemple, par E. T. Jaynes {58} . Malheureu-
sement, on ne peut pas passer au cas infini par un simple pas-
sage a la limite.

L'objet de cette annexe est de donner l'exten-
sion au cas infini de cette caractérisation des mélanges d'états
non orthogonaux. En pafticulier, nous allons donner la loi de
formation de tels mélanges. Nos résultats nous permettront de
donner des démonstrations beaucoup plus simples et plus généra-
les des résultats déja connus dans le cas fini, et d'établir

aussi des résultats nouveaux.

2. PROPRIETES GENERALES.
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Tout au long de cette section, nous ferons usa-
ge des notations utilisées dans la section V.2.2. Tous les
ensembles d'indices sont égaux a N ou a { 1,2,...n} pour un
certain n.

Nous appelons mélange toute somme finie au
dénombrable z a; [F , ol a; > 0, a; = 1 et f sont des
vecteurs normallsés. Y11 est bien conﬁu qu'une telle somme con-
verge toujours vers un opérateur densité W, par rapport a la
norme ||.}| 1 (et aussi par rapport 2 la norme ||.|| des opé-

rateurs continus).

2.1. Propriétés des images des mélanges

Proposition 1. Si W = ; a; P[fj ’ ? a. =1,

a; > 0, alors R(W) = [fl, fz,...] .

Preuve. Pour tout g_L R(W) on a :

2

0 = (g, Wg) = z a | (g, f.)]
i

1 1

ce qui implique g.J_fi pour tout i et tout gl R(W). I1 s'en-
suit que fi € R(W). D'autre part, on a évidemment R(W) S [fl,fz,...].
Donc R(W) = [F 2,...]

Corrolalre l. Si W, W' sont des opérateurs —

densité, alors R(W + W') = R(W) + R(W").

Preuve. Il est toujours possible d'écrire W,

W' sous forme de mélanges W = I a, P y W' = 2 b ’
i tr,] j [g]

avec a; > o, bj > 0 (nous pouvons faire usage, par exemple,
de la décomposition spectrale). Selon la proposition 1, il est

donc suffisant de démontrer que

[fla fz,---,gl,gz,--a = [fl, fzroo-] + @l, 9290;]

Or cette égalité est évidemment vraie. .

Soit W un opérateur densité. En écrivant sa dé-
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composition spectrale, w = z Aj [g ] » on obtient un mélange

d'états orthogonaux. Nous allons démontrer que tous les autres
mélanges correspondants a W peuvent &tre obtenus de celui-1la
via un opérateur partiellement isométrique, pourvu que la dimen-
sion de l'espace d'Hilbert H soit suffisamment grande (sinon,
on peut ajouter des dimensions auxiliaires a H). Nous rappelons
qu'un opérateur U s'appelle partiellement isométrique si sa
restriction & un sous-espace Ho est isométrique tandis que sa
restriction sur le complément orthogonal de H0 s'annule. Si U
est partiellement isométrique, alors Ut est le projecteur sur
R(U) et UYU 1le projecteur sur Ho‘ Nous pouvons maintenant éta-
blir le théor&me :

Théoredme 1. Soit W = Z: A; P ; étant une
ier (91"

base de vecteurs propres de w,Aizﬂ et §Ai=l’ On a alors

a) Si U est partiellement isométrique et tel

que R(U*u) D R(W), alors on peut définir un mdélange z: a_1 )
ierzr i
par W out g. , 8i a, #0
Y e i
. N ITha Vi ) i (1)
Viel : a;= [WWu¥g % fi=
' un vecteur normalisé quelcongue,
si a, = 0

i

et on aura : W = E ai P [f,]

b )Réciprogquement, si W = Z a. ra;3 0, et

i ey J Ef]] J

si dim(H) » card J, alors il existe un opérateur partiellement

isométrique U tel gque

+
j : ., £, = W U g,
Vied : ¥&; £, WUy,
Démonstration.
a) Si U est partiellement isométrique et tel
que R(U*U) 2 R(W), alors la restriction de U*U sur R(W) est
l'opérateur identité. Si maintenant a; et fi sont définis comme

dans (1), alors

e}
o
n

| W u*q |l %=z (g, U WUt 9.) =
1

Tr(UWU*) = To(WU™U) = Tr W = 1
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Par conséquent, W' = I a; P (f. ) est un opérateur densité bien
i i

défini et 1l'on a, pour tout k, 1 €1

(gk ’ w'gl) = ? (gk y F.

i 1) a; (fi ’ gl) =

z (gk,/WU+gi)‘WU+giygl)=
1

VA K Xl z (ng,gi) (gi,Ugl)

1

X k le = <gk,w91)

I1 s'ensuit que W = W',

b)Soitw=;a.P , a. »0, JCTI. 0n
;&5 3 (f3) J ’ |

peut supposer, sans nuire a la généralité, que J = I (il suffit
d'ajouter certains termes a., = 0 & cette somme). Définissons
maintenant un opérateur linéaire V par Vgi = Va; fi. Il est
facile de voir que V est continu, de norme 1, et il peut donc

s'étendre sur tout l'espace H par continuité.

En fait,
¥ geH: HVgH = | E V-Ej_ (9991) fi II € E.‘/El I(g’gi)l <
i i
eViz a) (2 [aa)| D)= [l g |l
i i

D'autre part, pour tout f, g € H on a :

(F, W¥g) = Z ay (F,f;).(F;,9) = (f,Wg)
1

i
et par conséquent, Vvt = W. I1 s'ensuit que la décomposition
polaire de vt s'écrit : U V W,pour un certain opérateur U
partiellement isométrique. Cela implique que V = VW U¥ et

achgéve la démonstration.

Le théoréme 1 a deux corrolaires immédiats donnant

des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un état pur
participe & un mélange qui correspond & un opérateur densité
W donné.

Définition 1. Nous dirons que l'état pur o]
est candidat pour l'inclusion dans un mélange correspondant a

un opérateur densité w,SSi il existe a > O, a; > 0 et des
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états purs P tels que W = a P + I a; P
Cf,] Ca) " CFyd°

Corollaire 2, Un état pur P (9] est candidat

& l'inclusion dans un mélange correspondant a4 W ssi g & R(/W).

Preuve. Conséquence immédiate du théoréme 1. II

Définition 2. Nous dirons qu'un mélange a, P [F ]
est irréductible ssi Yi : f'i¢[' Floeesf f T+ 1

i-17"34200 0"

Corollaire 3. Un état pur P [g] est candidat

A

& 1l'inclusion dans un mélange irréductible correspondant a
W ssi g € R(W).

Preuve.

a) Si g participe & un mélange irréductible

correspondant & W, alors il existe des nombres positifs a, aps8p5 e

et des vecteurs normalisés fl, fz, ees tels que W = a P[9]+

z a; P[f.] avec g & [Fl, 2,...] . Soit maintenant un vecteur
b tel que’h € [g,Fq, Fpseee] et h L [T, fqy «ovd .

On voit alors facilement que Wh = a (g,h) g, i.e. g eR(W).

b) Supposons maintenant que g € R(W). Il existe
donc f € H tel que g = Wf., Posons a = 1 /|| /W f || 2, Alors

y’e € H: (e, aP (9] e) = a | (g,e) | Z .4 | (WF,e) z

< al|vwe (|2 || Ve || % = (e, We)

Par conséquent, l'opérateur T = W-a P [g]ESt positif.

D'autre part, Tf = 0 et donc f 1 R(T). Puisque (f,g) §|/W fl|

on en déduit que g & R(T). Soit maintenant T = Z N P[f Jla
i i

décomposition spectrale de T. Alors le mélange

1

est irréductible et égal a W. .

3. APPLICATIONS

La caractérisation des mélanges d'états non

orthogonaux donnée par le théoréme 1 peut-étre utilisée chaque

2 4 o,
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fois que de tels mélanges interviennent. Nous en donnons deux

applications illustratives.

Soit h une fonction continue et concave sur
l'intervalle [0,1] , telle-que h(0) = h(1) = 0. Nous entendons

ici par "concave" une fonction qui posséde la propriété :
Vx,y el0,] 220 ( 252X )> h (x) + h(y)

Pour tout opérateur densité W, A. Uhlmann {97} a étudié les
propriétés de l'expression Tr(h(W)).

Cette expression est souvent appelée "entropie généralisée de
W", puisque pour h(x) = -x logx, Tr(h(W)) est égale a l'entro-
pie de Von Neumann - Shannon. Une propriété triviale de Tr(h(Ww))

est que
Te(h(W)) ¢ 2 h ((x5,Wx;)) (3)
i
pour toute base {xi} iel de H.

L'entropie généralisée a aussi d'autres proprié-
tés, beaucoup moins triviales. Une parmi elles est la suivante,
qui fait usage des mélanges d'états non orthogonaux :

(W =z ay P[f;] » 85 » 0)= Tr(h(W))g = h(a;) (4)
i i i :

La démonstration donnée par Uhlmann {97 } de
la propriété (4) est valable seulement dans un espace H de
dimension finie et pour un mélange I a; P [f.] qui contient
un nombre fini de composantes. Une 3émonstration pour H de
dimension infinie est donnée par Lanford et Robinson {98) mais
de nouveau on a considéré seulement des mélanges finis et en
plus on s'est restreint au cas h(x) = -xlogx. Enfin, une démons-
tration dans le cas général a été donnée par A. Wehrl {9631 .
Malheureusement, la démonstration de Wehrl est erronée*.
Toutes ces démonstrations sont trés compliquées.
Or le théoréme 1 nous permet de donner une démonstration qui
allie la généralité a la simplicité :

* La série utilisée dans {96} , p. 231, premiére ligne, ne

converge pas en général,
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Théoréme 2, Si W = i a, P[fﬂ, a, > 0, 5 a; = 1,

alors Tr(h(W)) ¢ Z h(a,)
i

Preuve. Nous supposons, sans nuire & la généralité,

que I = N. Soit H' un espace d'Hilbert séparable contenant H

et de dimension infinie., Soit encore W' l'extension de W sur

H, telle que W'z 0 sur le complément de H. Il est évident que

1 -
W' = ; ay P[f.] sur H', et que
i i

Tr(h(W')) = Tr(h(W)) (5)
Si {gi} ieN est une base de vecteurs propres

de W', alors le théordme 1 montre qu'il existe un opérateur

partiellement isométrique U tel que
YieN: va;, f; =VW' U' g, (6)

1 1

Un calcul simple montre que R(UTU) D R(W"), et
donc Tr(h(W')) = Tr (h(UW'U¥)). Les relations (3) et (6) im-
pliquent maintenant :

Tr (h(W")) = Tr (h(U W'U™)) € = h( (gi,UW'U+gi) ) = I h(a;)
1 1

ce qui, combiné & (5), démontre le théoreéme.

Des ensembles convexes d'opérateurs densité in-
terviennent lorsqu'on applique des méthodes de la théorie d'in-
formation en Mécanique Quantique. Ils ont en général la forme

S = (W : Tr (WCi) = ki iel} (7)

ol Ci sont des opérateurs hermitiques continus représentant
des observables et ki des nombres réels (Cf. section V.3.2).
Dans le cas spécial d'un S donné par la relation (7) et ot
une seule observable C intervient, on peut caractériser les

éléments de S de fagon simple :

Théoréme 3. Soit C un opérateur hermitique et

continu et W un opérateur densité, Posons Tr(WC)‘= k. Alors W
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peut étre édcrit comme un mélange W = } aiP [£.] sa; > 0, tel

que (fi, Cfi) = k pour tout 1.

Démonstration. Soitgﬁ l'ensemble de toutes les
familles finies ou dénombrables de paires {(al, fl), (az, fz),..}

telles que les a, soit des nombres positifs et les f. de vec-

teurs normalisés tels que (fi, Cfi) = k, et W - f alP[F ]

Nous ordonnonsdﬁ par l'inclusion ensembliste. Nous avons 1'in-
tention de démontrer que les conditions d'applicabilité du lemme
de Zorn sont satisfaites.

a)J4 est non vide : en fait, si W =5 A_ P

‘p n N [9;]
est la décomposition spectrale de W, alors
Tr(WC) = g A (gn,an) = k

S'il existe un g, tel que (g Cq, ) = k, alors {( Aot 95 )} est
une famille a un élément qui appartlent éﬂ et doncu#est non
vide. Sinon, il existe des g, et g, tels que (gn,an) > k,

(gm, Cgm) < k. Posons

git) = tgm +V1-t g t € [o0,1]

n ’

L'application t — (g(t),Cg(t)) est continue et ses valeurs
pour t = 0, t = 1 sont respectivement supérieure .et inférieure
4 ke Il existe donc une valeur de t telle que (g(t), Cg(t)) = k.
Puisque g(t) € R(W), le corollaire 3 montre que n'est pas
vide.

~ b) Tout sous-ensemble totalement ordonné de J4
est borné : en effet, soit B = {M } ¢ un sous-ensemble
- totalement ordonné de J*, et posons\h ‘}gﬁ Mj' Pour tout sous-

ensemble fini K de M, par exemple {(al, Fl)’(aZ’fZ)""ﬁan’fn)} ’

il existe un M, tel que K € M., Par conséquent, on a W3L a.P
J J iz 1 [fyd
1. -

et cela montre que % a; € Il s'ensuit que pour tout

i=1
€ >0 il existe tout au plus un nombre fini de paires (a,f) telles
que a > €, On en déduit que M est dénombrable :

M = {(al, fl), (az, fz),...}

et puisque
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. n
¥ a, €1, W-3 a. P 2 0
i i "[f.)

: i=1 i=1 I

N3

on aura donc

i 1 i
Il s'ensuit que M eﬂ’, i.e. B est borné. ‘
Le lemme de Zorn peut donc étre appliqué, et

: a8, g1, W - I a; PEfiJ> 0

par conséquentJ4 contient un élément maximal, par exemple
MO - { (al, Fl), (az’ fz)’ 000} . On a é\lidemment W> iz ai PEfiJo

Supposons que > soit Vrai. Alors l'opérateur

X
W58 Preg
w’- - 1
1l - a;
serait un opérateur densité, et on aurait Tr(W'C) = k.

Or la partie (a) de cette démonstration implique lt'existence
d'une paire (a, f) telle que a > 0, (f, Cf) = k et W'3 a P[f],
ou, en d'autres termes :
Wy a, P +a(l -y a,)P
| ;1 0f) ;i LA
Par conséquent, la famille

{(a(l-ﬁai),f)’ (al, fl), (az, fz)‘, o s e }
appartiendrait a J?, contrairement a 1l'hypothdse faite que M0

est maximal. On en déduit que W = 3 a; PEFJ .
i i

Une autre fa¢on de formuler le théoréme 3 est
de dire que tout élément de l'ensemble S défini par la relation
(7), peut étre écrit comme un mélange d'états purs appartenant
4 S. Ce fait a une interprétation géométrique simple : les
états purs sont les éléments extrémes de l'ensemble convexe S,
les mélanges formant "l'intérieur” de S. Comme nous l'avons vu
dans l'appendice,ch.V, le théorgme trouve des applications au

probléme de 1l'inférence statistique en Théorie Quantique.
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ANNEXE 11

LA"PROBABILITE DE TRANSITION"™ ET LA DISTANCE
DE V. CANTONI

l. INTRODUCTION

Parmi les distances entre états quantiques pro-
posées jusqu'a ce jour, une des plus intéressantes est celle
de V. Cantoni {74-77} . Son intérét réside surtout dans le
fait qu'elle est reliée a une "probabilité de transition géné-
ralisée" et applicable & toute théorie physique.

La définition de cette distance repose sur le
systeéme axiomatique de G. Mackey {42} , dont nous donnons
brievement les éléments principaux : & tout systéme physique,
on associe un ensemble O d'observables et un ensemble zi d!
états. Pour toute observable A€ O sy pour tout état Oce.é et
pour tout Borélien E, on note par p(A,o , E) la probabilité
qu'une mesure de A, effectuée sur un systéme dans 1'état g,
donne un résultat appartenant a E. Mackey impose surfj,gi et
p(A, &, E) trois axiomes qui sont trivialement valables dans

toutes les théories physiques :

Axiome 1., Pour tout A€©O et pour tout aéé:
0, (E): = p(A, o, E) est une mesure de probabilité sur les
boréliens de R.

Axiome 2. Si 0y (E) = ah (E) pour tout A et E,

alors a = a'. De méme, si a, (E) =aA,(E) pour tout o, E, alors

A
A = A’',

Axiome 3. Soit Ae © une observable et f une
fonction réelle mesurable. Alors il existe une observable
Be® telle que

Noaeof  VE: oy (B) =, (£71 (B)).

On symbolise B par f(A4).

Le systéme axiomatique de Mackey contient aussi

d'autres axiomes, moins évidents, mais les trois axiomes ci-

dessus suffisent pour 1'étude de la "probabilité de transition
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généralisée" et de la distance de V. Cantoni. La définition
de ces concepts peut maintenant &tre donnée ainsi : pour toute
paire d'états a, B et toute observable A, définissons l'ex-

pression T, (ayB) par

do dg
,TAl/Z ( a, B): = gv ch doA do (1)

o étant une mesure quelconque par rapport a laquelle o etg
sont absolument continus, Il est facile de voir que TA ne dé-

pend pas de o. Enfin, définissons

T( ay B)s = inf T, (o ,B8 ) (2)
’ Ae@ A ’
La fonction T( a, B) est la"probabilité de trénsition généra-
lisée" proposée par V., Cantoni. En ce qui concerne la distance
entre les états aetB , elle est définie par

doC oy B) = y2 (1 - 1120 a,8)) (3)

Les définitions (2) et (3) ont deux défauts
évidents : tout d'abord, elles n'ont aucune justification
physique*, En effet, dc( a, B) est appelée "distance" par Cantoni
uniquement parce qu'elle est une métrique, i.e. satisfait aux
conditions 1, 2 et 3 de la section V.2.1. Quant & T(a ,B ),
elle est appelée "probabilité de transition généralisée",
parce que dans le cas spécial de la Théorie Quantique et pour
deux états o,8 purs, elle est égale a la probabilité de tran-
sition habituelle |(a, B)[z. Enfin, un autre handicap de ces
définitions est la complexité des relations (1) et (2), com-
plexité qui n'a pas permis jusqu'ad ce jour de calculer T(a ,B )
dans des cas plus généraux que le cas de deux états purs. S.
Gudder dans son article intitulé "Some unsolved problems in quantum

logics",a posé le probleéme de savoir si oui ou non,l'expression de

T(a,B) pour deux états quantiques W,,W, est donnéepar la formule:

T(wl,w2)=1_lﬁﬂliﬂzlu%

* S, Gudder a essayé de spécifier une signification pour T

dans {76} .
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(CF{ 99 }).

Dans cette annexe nous donnerons des expres-
sions plus simples pour T et pour dG y tant pour la théorie
quantique que pour la mécanique statistique classique. En
particulier, nous montrerons que la conjecture de S. Gudder n'est
pas bonne . Nous montrerons aussi que T( a, B) est égale &
la "probabilité de transition" quantique chaque fois que ce

concept a un sens.

2. LE THEOREME PRINCIPAL

Suivant les définitions de Mackey (Cf {42} ,
p. 69), nous dirons qu'une observable A posséde un spectre
discret et fini, s'il existe des nombres réels Xl’ AZ,..., Y
tels que “A({ Ays Agseees Ap }) = 1 pour toutag44 . Notre
théoréme principal affirme que, dans (2), il suffit de prendre

n’

1' infimum pour toutes les observables & spectre discret et

fini. Nous montrerons d'abord deux lemmes simples :

Lemme 1. Soit (X, B , u) un espace de mesure
et LZ(X,u ) l'espace d'Hilbert de toutes les fonctions réelles
de carré sommable sur X. Alors pour tout élément positif f e Lz(Xm)
et pour tout ¢ > 0, il existe une partition D> izl,2,...n
de X telle que, pour toute partition Bj,j=1,2,..fm plus fine

que Di’ on a :

- X
Y T Ee ]
w(BA0 By VuiBy)

X étant la fonction caractéristique de Bj‘
J

Preuve. Comme les fonctions en escalier sont
denses dans L2 (X ,u ), pour tout ¢ > 0 et tout f g Lz(x yu )

il existe une partition Di’ i=1, 2, ... n, et des nombres ay

2
va/l‘f-jz_:aiXDildu<€ (4)

tels que

fIf - 223 xp ||
1 1
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Nods rappelons que, d‘aprés la définition habituelle des fonc-
tions en escalier, ( {100} p. 231), 4 (D;) =0 implique a; = 0.

Si 1'on a en plus f 3 0, alors on peut prendre a; > 0. Pour
toute partition Bj plus fine que Di’ définissons les nombres

bj par bj = ay ssi Bj Cc Di' La relation (4) implique alors
||f‘-zb.xB‘||<e (5)
i 3 '
En posant f = E / y on trouve
MCHFURNS “(B
[ = Fy01 ¢ |If =2 b | +|] I by Xg - Foll (6)
J J J ‘
et‘aussii
*kj‘/

J .
b, X - f. 1|2 z: b, = ———— |u(B,) <
|| F J Bﬂﬁ 1 | J ERE;T J
2
Efl1 e xg =11 b5 % 11| 2 <
3 Jl Bj J Bj

2
. - . = f - E b.

En combinant (5),(6) et (7) on en déduit que||f - f, || < 2¢ . Il

| Lemme 2. Si f, g € L2(X,u) et f 30, g » 0,
alors % ¢ > 0 il existe une partition Bj’ J =1y 2, eee m,

telle que:

ffgdu - I J(J‘ f‘zdu)(fgzdu)<e
X J Bj Bj
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Preuve. Selon le lemme 1, pour tout ¢ > 0 on
peut trouver des partitions Bj’ B'j, telles que| | f-fl|| £ €

||g—gl|| € €, ol fl a été définie dans la preuve précédente

et 9 est définie de fagon analogue. De plus, nous pouvons
supposer que les deux partitions sont identiques (sinon,on peut
utiliser la partition BJ/A\B'j,). On a maintenant :

i ifg du -‘i fi9; du | €« S|f=F;| g du +f fil 9-9;] dy <

e (HIFIL + [lsl]) . (8)
D'autre part,
2 2
.)l'(flgldu= Z\I(Ifdu)(f_gdu) (9)
u(Bj)#w BJ. Bj

tandis que le lemme 1 montre de nouveau que pour cette parti-

tion B. on a
J

Z ff‘du<ez, Z fg du < el

N(B )= B u(B ) =0 B

ce qui implique

D N dan(ra? dy) < o2 (10)

La démonstration du lemme 2 est achevée en combinant (8),(9)
et (10). ’

Venons en maintenant & l'établissement du théoréme.

Nous allons noter par'ﬁk.l'ensemble des observables a spectre
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discret et fini.

Théordme 1, Dans toute théorie pbphysique satis-

faisant aux axiomes 1, 2 et 3 de l'axiomatigue de Mackey,
T( a, B) est donnée aussi par la formule.

T( o, B) = inf  T,( a, B) (11)
ae Of

Preuve. Pour toute paire d'états o,B8 , et pour
toute observable A, soit o une mesure par ranport & laquelle
ap et Ba sont absolument continues (par exemple, o=0a A +8 A).
Puisque o et BA sont des mesures de probabilité sur R,
\[E_EX. et Vfﬁfzi appartiennent 2 LZ(R,C). Le lemme 2 et la rela-
do ao
tion (1) impliquent donc que pour tout € > 0 il existe une

partition Bk’ k =1, 2, «oso ny, de R telle que

< e : (12)

ITi/z - 2oy ®) BB
k.
n

Définissons maintenant la fonction h(x)= 5 k X B (x)
k=1 k
et 1'observable A' = h(A) (voir 1'axiome 3). Il est facile de
voir que: : .
“(a) le spectre de A' est discret et fini, constitué des points
k : l, 2, L B N ] n, /
_ 1/2 _
(b) on a : a,,( {k} ) =a,(B. ) et Ty, (a ,B )= EQ&A(Bk)BA(Bk).

En rempla§ant cette dernidre expression dans

(12) on trouve
1/2 T1/2

A X | < € (13)

T

Les relations (2) et (13) impliquent trivialement la relation

an. [

3.APPLICATION A LA MECANIQUE STATISTIQUE CLASSIQUE

En Mécénique Statistique Classique, les systemes
physiques sont décrits par leur espace des phases {8 . Sur les

Boréliens de £ on définit la mesure invariante de Liouville u.
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Les états sont des densités de probabilité sur o , i.e. des
fonctions non-négatives p telles que é pduy = 1 (voir, par

exemple {42} p. 48), tandis que les obser&ables sont des
fonctions réelles mesurables f sur g (i.e. des variables aléa-

toires). La mesure de probabilité p(f,p,E)

pp(E) = ‘r/ﬂ p dy (14)
£~ (E)

La valeur de T(pl,pz) peut étre facilement dé-
duite du Théoréme 1 :

Proposition 1 Dans le cas de la Mécanique Sta-

tistique Classique, la valeur de T(pl,pz) est donnée par la

formule :

Tloyspy) = (.s{\fpl_pz au )

Preuve Soit f une variable aléatoire représen-
tant une observable & spectre discret et fini. Cela signifie
simplement que f prend seulement un nombre fini de valeurs Yy

Yos eeesr Yy et que par conséquent f'l(yi), i =1y 2, eee Ny

est une partition de @ . Les relations (1) et (14) donnent

maintenant

1/2 -
Tf' (019 pz) —Zi:Jf‘"'l{yi) P d Ue

-1{ by d (15)

F7 (y;)

Puisque f peut étre choisie arbitrairement, il
en est de méme pour la partition f—l(yi). Le théoreéme 1 et
la relation (15) impliquent donc '

11/2 = inf S epdu e 5 oop (16)
.} - B. B.

Fier I 0 i

1'infimum étant pris sur toutes les partitions. Dlautre part,

1'inégalité de Schwartz donne

B.
J

La proposition découle de (16) et (17) et du lemme Z. Il

Salp duy < z i) p dpo S du (17)
Qvlf’z ; JBJ 1 2

pg (E) est donnée par




-124-

4. LE CAS QUANTIQUE

En Théorie Quanthue les états sont des opé-
rateurs densité et les observables des opérateurs auto-adjoints.
La mesure p(A,W,E) est donnée par

P(AW,E) = Tr(F £ W) (18)

A
E

Nous donnons maintenant dans le cas quantique une expression

F étant la mesure spectrale qui correspond. a A.

de T(a ,8), beéucoup plus simple que la définition générale
(1) + (2). |

Proposition 2. Dans le cas Quantique, la "pro-
babilité de transition généralisée de Cantoni, entre deux états

représentés par deux opérateurs densité wl et wz, est donnée
par

1/2 .
T (W W,) = inf E (F.p W, F.) (F., W,Ff.) (19)
1’ 2 {f‘i}j,enisNJl 1 'i i 21

1'ipfimum étant pris sur toutes les bases de l'espace d'Hilbert
He
Preuve. Le théor&me 1 montre que ¥ €> 0 il exis-
te un opérateur auto-adjoint A 2 spectre discret et f1n1 Xl,kz,...,

N" tel que O « 1/2 - 1/2\ €, ou, de maniere équ1valente H

; ‘[Tr(w ) Tr (W F{Ak}) -1 2 ¢ (20)
A

ﬁ%} étant les projecteurs sur les sous-espaces propres de A,
Soit { x, 1} une base du sous-espace sur lequel projette
ki ki € Ik

ﬁ%k} . Alors \ﬁ} &k;} K € I est une base de H et 1'on a

A A z
zk:\hr(wlF{)k}) Tr(W, F{)k} ) =zk:JZIk(xki,wl xki) Ik(xki,w2 xki) >

2 T (x W, x,. )(x, oW, x,_ ) (21)
;IkJ kg’ 71 Tkt Tk T2 Ty
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Soit maintenant B un opérateur autoadjoint & spectre discret

et non dégénéré, et ayant les X, ~comme vecteurs propres.
i

Alors (1) et (2) impliquent

_1/2
J(xki, W, xki)(xki , W, xki) = Tg'% Wy, Wy) > T

1/2
(wl,wz) (22)

Le résultat désiré peut 8&tre maintenant déduit des relations

(20, (21) et (22). |

Corollaire 1., La distance dc(wl, wz) est dannée

par

dc(wl,W)—sup \/Z \ff W r) - (F, W, i)jlz

i ieN

le supremum étant pris sur toutes les bases de 1l'espace d'Hilbert
H.
Preuve. Conséquence évidente des (3) et (19). 'I

Le résultat de la proposition précédente est
considérablement simplifié lorsque 1l'un de deux états est pur.

Proposition 3. La "probabilité de transition

généralisée" de Cantoni entre un état pur P[g]et un état W

est égale a (g, Wg).
Preuve. Pour toute paire d'états wl, w2 et tou-

te base {fn} on trouve :

n e N?

( a\(F M T (LW f ) )2z 3 J(rn,wlfn)(rm,wlfm)(fn,wzfn)(f Wy )
n n,m

> I Kfn’wlfm)ll (fn,wzfm)| > [ z (wl n? f )(f wzfn)| = Tr(wlwz)
n,m n,m

En combinant ce résultat avec la proposition 2 on en déduit que

VW, Wy 2 T(W W) 3 Tr(WW,) (23)
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En posant dans (23),'w1 = WetW, = P[g] on trouve :

T(W’P[g]) 2 Tr(w %g] ) = (g, Wg) (24)

D'autre part, on peut facilement vérifier que

W = W,P 2T (W, P
9]
Ce qui ach&ve la démonstration. .

5. COMMENTAIRES

5.1, Commentaires sur la "probabilité de tran-

G e i e D R e e TR R S R R G e G G SR S G M W G S em A G W e e e

Comparons le résultat de la proposition 3 a ce-
lui donné par la Mécanique Quantique, La "probabilité de tran-
sition" posséde une signification précise en Théorie Quantique
dans le cas suivant : une mesure d'une observable & spectre
discret et non dégénéré est effectuée sur un systéme se trou-
vant & 1'état W, Si les valeurs propres et vecteurs propres
de l'observable sont respectivement Ai et g i=1,2,4..,
alors la probabilité de trouver la valeur A est Tr(WP[g]) =

(gi, ng). Si en plus la mesure est de premidre espeéce (voir
section V.3.2), alors l'état apres la mesure sera g, . On en
déduit que la probabilité de transition de 1'état W a 1'état
g calculée selon le formalisme Quantique, est égale 2

(gi, ng). On voit donc que la fonction T( o, g) définie par
Cantoni donne la probabilité de transition quantique, chaque
fois que ce concept a un sens.

Peut-on affirmer pour autant que la "probabilité
de transition généralisée" mérite son nom? Il est vrai en effet
qu'elle se trouve partiellement justifiée & postériori puis-
que T( o, B) donne le bon résultat quand 1'un des deux états
est pur., Toutefois, il existe dans la littérature d'autres
propositions pour définir une probabilité de transition géné-
ralisée, qui donnent le mé&me résultat lorsque 1l'un des états
est pur,‘et qui diffeérent parfois de T dans le cas général. A
titre d'exemple, nous citons P.C.Zabey {101} , qui a proposé
l'expression Tr(wlwz) et A. Uhlmann {102} , qui a proposé
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(Tr | ~/W1 \/W; | )2. On voit facilement que si 1l'un des deux
états est pur, ces expressions sont égales a T(wl, wz). Mais

si les deux états sont des mélanges alors,

Tr(WW,) = Te( AW, Wy W) = Tr | Wy | 2 ¢ (oW, VW, |

et par conséquent, T(wl,wz) est différente de l'une au moins
de ces deux expressions. Le fait que T(wl, wz) donne le bon
résultat dans un cas particulier ne signifie donc pas que
son appellation soit justifiée.

Enfin, on voit aisément, d'aprés la proposition
3, que la Téponce a la question posée par S.Gudder (section 1)

est négative. En effet, on a en général:

| 2
P - W
=(g: Wg)#l-—” ! llll

T (W,P. .
(WP g -

5.2. Commentaires sur la distance de Cantoni.

D'aprés le corollaire 1, on voit que la distan-
ce de Cantoni est obtenue en comparant les wl et w2 Sur une
base et en prenant le supremum pour toutes les bases. On peut
toutefois se demander pourquoi cette comparaison devrait se
faire & travers les racines. En fait, on peut montrer que la
distance de Cantoni et la n6tre appartiennent & toute une clas-
se de distances indexées par un réel positif q, la distance
de Cantoni correspondant au cas q = 2 et la notre aq-=1:

Théoreéme 2¢ Pour tout g > 1 , l'expression

1
) L Lg\a
d (W) Hy) = 127 2 Nl(fn,wlfn)q - (£ W, £ )q |

n neN

( 1e supremum étant pris sur toutes les bases de H), définit une
distance (i.e. métrique) sur l'ensemble des opérateurs densité.

En plus,on a les égalités

N

dc (Wl’WZ) = d2 (wl’WZ) et d(Wl,Wz) =

Preuve. Puisque Tr(wl) Tr(wz) = 1, les suites
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- 1 1
{(fn’wlfn)q} neN ? {(fn’wzfn)q} n €N

appartiennent & l1l'espace de Banach LY(N) (espace des suites

{a,} , o N telles que 3 |a_ | < ®» ). Par conséquent, pour

toute base B = {fn} n énN y l'expression

1 1l q9 1
W,,W, 3 = = = i
dq( 1’72 7 ) (n é N l(Fn’ wlfn) Q- (fn’ WZFn)q ) q

est finie et obéit A 1'inégalité triangulaire. On a donc

‘dq(wl,w3 ; B) g dq (wl, W, 5 B ) + dq (wz, Wy ; B)
ce qui implique trivialement
dq(wl,ws) < dq(wl,wz) + dq (wz, w3)

i.e. dq est une distance. L'égalité d2 dc découle du corol-

laire 1. D'autre part, pour q = 1 on a

N

dl(wl,wz) = sgp ﬁ I(Fn,(wl—wz)fn)|

En prenant une base de vecteurs plizres de wl - w2 on voit
alors que ql(wl,wz) = 2d(wl,w2). :

Vu le théoreéme 2 , nous croyons que le choix le
plus naturel parmi toutes les distances correspond a4 q = 1,
choix‘qUi est soutenu aussi par les considérations de la section

V.2, et qui conduit & notre distance d(wl, wz).
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CONCLUSION

Les problémes fondamentaux posés par le formalisme
quantique restent toujours ouverts; nous espérons néanmains que
les quelques contributions qui sont contenues dans ce travail
auront aidé a clarifier certains aspects de ces problémes. Nous
croyons aussi que certaines de ces contributions - et en particulier
le concept de distance entre états quantiques,ainsi que 1'éta-
blissement des liens entre le principe d'entropie maximale et
le principe d'équiprobabilités de Laplace - peuvent s'avérer

fructueuses dans un proche avenir.



- 130 -

BIBLIOGRAPHIE

1 -N.HADJISAVVAS,F.THIEFFINE et M.MUGUR-SCHACHTER, Found.Phys.
10,751 (1980)

2 -N.HADJISAVVAS,F.THIEFFINE et M.MUGUR-SCHACHTER,Cxitical
remark on Jauch's program,Let.Nuovo Cimento 30,
530 (1981)

3 -F.THIEFFINE,N.HADJISAVVAS et M.MUGUR-SCHACHTER, Suppfement
to a cnitique of Piron's system of questiomsand propositions,
Found. Phys. 11,645 (1981)

4 -N.HADJISAVVAS,The Maximum Entropy Principfe as a consequence of the
Principle of Laplace,]. Stat. Phys.(a paraitre)

5 -N.HADJISAVVAS,Distance between Atates and statistical inference in
Quantum theory , Ann. Inst.H.Poinc.,T. 34,n° 4.

6 -N.HADJISAVVAS, Properties of mixtures of non-orthogonal atates,
Lett.in Math.Phys. 5,327 (1981)

7 -N.HADJISAVVAS, On Cantoni's generalised transition probability,
Comm.Math.Phys. (4 paraitre en 1981)

8 -J.von NEUMANN, Mathematical foundations of quantum mechanics,

Princeton University Press (Princeton,1955)
9 -G.BIRKOFF et J.von NEUMANN,Ann.Math. 37,823 (1936)
10-H.REICHENBACH,Ann.Inst.Henri Poincaré 13,109 (1952-1953)

11-J.LUKASIEWICZ, dans Polish Logic, Oxford University Press
(London,1967)

12-3.M.JAUCH,Helv.Phys.Acta 35,711 (1960)
13-J.M.JAUCH,Helv.Phys.Acta 37,293 (1964)
14-3.M.JAUCH et B.MISRA,Helv.Phys.Acta 34,699 (1961)
15-C.PIRON,Helv.Phys.Acta 34,504 (1961)

16-G.EMCH et C.PIRON,Helv.Phys.Acta 35,542 (1962)
17-L.H.LOOMIS,Mem.Am.Math.Soc. 18,36 (1955)

18-C.PIRON, Axdiomatique Quantique ,Theése (Université de Gendve,1964)



19-3.

20-C.

21-C.

22-C.

23-C

24-K.

25-M.

26-7.

27“\] .

28-17

29-J

30-G.

31-K.

32-A.
33-K.
34-7.

35-7.

36-A

37-R.

38-V.

39-5.

- i31-

M.JAUCH et C.PIRON,Helv. Phys. Acta 42,842 (1969)
PIRON,Found.Phys. 2,287 (1972)
PIRON,Conférences a Lyon, 4-8 Juin 1973

PIRON,Foundations of Quantum Physics,W.A.Benjamin Inc.,
(Reading,Mass.1976)

.PIRON,Ann.Fond.Louis de Broglie 3,131 (1978)

POPPER,Nature 219,682 (1968)
JAMMER, The PhilLosophy of Quantum Mechanics, Wiley(New York 1974)
PARK et H.MARGENAU,Int.J.Theor.Phys. 1,211 (1968)

M.JAUCH,Foundations of Quantum Mechanics,Addison-Wesley
(Reading,Mass.1968)

.M.JAUCH,dans: Proceedings of the International School of Physics

"Epndico Feami",Course 49,Academic Press (New York,1971)

.CYRANSKI,Information and Control 41,275 (1979)

BIRKHOFF, Lattice Theory, Amer.Math.Soc.Colloq.Publ.Vol.25

revised edition (Providence,R.I. 1948)

R.PARTHASARATHY ,dans: Les probabilitéis sur fes structures
algébniques, Colloques Internationaux du CNRS,n°186 (1970)

M.GLEASON,J.Rat.Mech.and Anal.6,385 (1965),
GODEL,Monatshefte fir Math.und Phys.3_,173 (1931)
F.PABION, Logique Mathématique, Hermann (Paris,1976)

SHONFIELD , Mathematical Logic, Addison-Wesley (Reading,
Mass. 1967)

.SHIMONY,Found.Phys. 1,325 (1971)

J.GREECHIE etS.P.GUDDER,dans: Contemporary Research in the
Foundations and Philosophy of Quantum Mechanics,C.A.Hooker
ed. 0.Reidel (Dordrecht,Holland 1974)

S.VARADARAJAN, Geometry of Quantum Theory, D.Van Nostrand
(Princeton,1968)

GUDDER,dans: The Uncertainty Principle and Foundations of Quantum
Mechanics, W.C.Price and S.S5.Chissich eds.,Wiley
(New York, 1977)



- 132 -

40-W.GUZ,Ann.Inst.henri Poincaré,28,1 (1978)
41-W.GUZ,Ann.Inst.Henri Poincaré 33,63 (1980) : :

42-G.MACKEY, The Mathematical Foundations of Quantum Mechanics, Benjamin
(New York,1963)

43-K.BUGAJSKA et S.BUGAJSKI,Ann.Inst.Henri Poincaré 19,332 (1973)

44-3.CYRANSKI dans:Théorie de £'Information,Colloques Inter-
nationaux du CNRS n°® 276 (Paris,1978)

45-R.CRISTESCU, Ordererd vector spaces and Linear operatorns, Abacus
Press (England,1976)

46-R.J.GREECHIE,J.of Comb.Theory,10,119 (1971)
47-R.J.GREECHIE,Car.J.Scien.Math. 1,15 (1969)

48-A.EINSTEIN,B.PODOLSKI et N.ROSEN,Phys.Rev. 47,777(1935)
49-W.0CHS, Z.Naturforsch. 27A, 893 (1972)

50-B.MIELNIK,dans: Quantum Mechanics,Determinism,Causality and
Particles, M.Flato et al,eds.,D.Reidel (Dordrecht,
Holland 1976)

51-J.M.JAUCH et C.PIRON,dans:Quanta ,P.Feundet al eds.,University
of Chicago Press (Chicago,1970)

52-T.FINE, Theordies of probability: an examination oﬁ' goundations,
Academic Press (New York,1973)

53-N.HADJISAVVAS et M.MUGUR—SCHACHTER,Lett.Nuov.Cim.23,439 (1978)

54-L.SCHMETTERER, Intoduction to Mathematical Statistics,Springer
- Verlag (Berlin 1974)

55-M.G.KENDALL et A.STUART,The advanced theoru of statistics,Griffin
(London,1969)

56-J.CYRANSKI,Found.Phys. 8,493 (1978) |
57-K.FRIEDMAN et A.SHIMONY,J.Stat.Phys. 3,381 (1971)
58-E£.7.JAYNES,Phys.Rev. 106,620 (1957); 108,171(1957)

59-E.T.JAYNES,I.E.E.E.Trans.Sys.Scie.Cyb.,55C-4,228 (1968)




60-E.T.JAYNES,dans: Cofloquiumbetters in pure and applied Acience,
n%4 (Février 1978)

61-E.T.JAYNES,dans: Statistical Physics,vol.3,W.K.Ford,ed.,
Benjamin Inc. (New York,1963)

62-S.KULLBACK, Information Theory and Statistics, Wiley (New York 1959)
63-S.KULLBACK et M.A.KHAIRAT,Ann.Math.Stat.37,279 (1966)
64-M.MUGUR—SCHACHTER,Ann.Inst.Henri Poincaré 32,33 (1980)
65-M.MUGUR-SCHACHTER et N.HADJISAVVAS,Kybernetes (4 paraitre)

66-M.MUGUR-SCHACHTER, Les arbres de probabilité en théorie quantique,
Séminaire a la Fondation Louis de Broglie,lé6
avril 1980 (non publié)

67-G.MAROULIS, Molecular properties and basis set quality: an approach
based on information theory , Theése, Université de

Louvain-la-Neuve,l981
68-N.HADJISAVVAS, Epist. Lett. 24, 14 (1979

69-F.SELLERI, Communication au College de France (Table ronde

4 l'occasion de l'année Einstein, Juin 1979)
70-A.GARUCCIO et F.SELLERI, Epist.Lett.24, 1 (1979)
71-1.SCISZAR,Stud. Sci. Math. Hung. 2, 299 (1967); 2,329 (1967)
72-S.GUDDER, Comm.Math.ths. 29, 249 (1973)
73-S.GUDDER,J.P.MARCHAND et W.WYSS,J.Math.Phys. 20, 1963 (1979)
74-V.CANTONI,Comm. Math.Phys. 44, 125 (1975)
75-V.CANTONI,Comm.Math.Phys. 56,189 (1977)
76-S.GUDDER,Comm.Math.Phys. 633265 (1978)
77-W.K.WOOTERS,Phys.Rev.D. 23,357 (1981)

78-W.WOOTERS, The acquisition of information from quantum measurements,
PHD thesis, University of Texas, 1980

79-J.M.JAUCH,B.MISRA et A.G.GIBSON, Helv.Phys.Acta 41,513 (1968)

80-B.MISRA,dans: Physical reality and Mathematical description,C.P.Enz
et J.Mehra, eds.,D.Reidel (Dordrecht,Holland,1974)

81-N.S.KRONFLI,Int.J.Theor.Phys. 3,191 (1970)



- 134-

82-N.HADJISAVVAS,Ann.Fond.Louis de Broglie, 3,155 (1978)
83-G.C.WICK,A.S.WIGHTMAN et E.WIGNER,Phys.Rev. 88,101 (1952)

84-N.BOGOLUBOV,A.LOGUNOV et I.TODOROV, Introduction to axiomatic
Quantum Field theory, Benjamin Inc.(New York,1975)

85-R.SCHATTEN, Theory 0f cross-norm spaces, (Princeton,1950)

86-0.BRATELLI et D.ROBINSON, Operator a,Egeb/w.A and quantum Atati-
stical mechanics, vol.l (1980)

87-W.0CHS,Rep.Math.Phys.8,109 (1975)
88-P.STASZEWSKI,Rep.Math.Phys.13,67 (1978)

89-1.SINGER,Best approximation in normed Linear spaces and by
elements of Linear subspaces,Springer Verlag (1970)

90-1.SINGER,The theory of best approximation and functional analysis
S.I.A.M. (Philadelphia,1974)

91-F.R.DEUTSCH et P.H.MAZERICK,S.I.A.M.Rev. 9,516 (1967)
92-K.BUGAJSKA et S.BUGAJSKI,Bull.Acad.Pol.Sci. 21,873 (1976)
93-E.G.BELTRAMENTI et G.CASSINELLI,Riv.Nuov.Cim. 6,321 (1976)

94-A.MESSIAH, Mécanique Quantique, Dunod (Paris,1965)

95-B.D'ESPAGNAT Conceptual Foundations of Quantum Theory,Benjamin Inc.

(New York,1971)
96-A.WEHRL,Rev.Mad.Phys.50,221 (1978)
97-A.UHLMANN,Rep. Math.Phys.1,147 (1970)
98-D.LANFORD et D.ROBINSON,J.Math.Phys. 9,1120 (1968)
99-5.GUDDER,dans: Mathematical foundations of quantum theory,A.R.

Marlow,ed., Academic Press (New York,1978)
100-S.LANG,Real Analysis,Addison-Wesley (Reading,Mass.1973)

101-P.ZABEY ,Probabilitis de transition en axiomatique quantique,Theése,
Université de Geneve, (1972)

102-A.UHLMANN,Rep.Math.Phys. 9,973 (1976)




